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摘 要

摘 要

量子互文性是量子力学的一个最为深刻和奇特的特征。一言以蔽之，它导致

在量子力学中对一个物理量单次测量的结果依赖于测量进行的方式，而不仅仅

是被测量的单个物理量本身。哪些可观测量在单次测量过程中同时被观测，将影

响每个可观测量最终的测量结果。量子互文性也是现代量子信息学中的一个核

心概念。它可以解释著名的量子非定域性，是一大批非经典佯谬的根源，也是实

现很多量子信息处理任务的资源。尤其是近些年的研究已经阐明了量子互文性

与通用量子计算之间的联系。因此，对量子互文性开展研究，特别是紧跟理论进

展的实验研究，不仅能够帮助对量子力学基础的理解，而且能够推动量子信息技

术取得进一步的发展。

最近十五年以来，对于量子互文性的研究已经从纯粹理论层面发展到能够

进行直接实验测试的阶段。然而，当前阶段针对互文性的实验研究很大程度上停

留在对于互文性几个最著名预言的直接检测层面上，而对于互文性的其他形式

和在量子信息方向研究中的实际应用则甚少涉及。本论文中的研究就旨在解决

上述的问题。具体来说，本论文从两个方向开展创新性的研究：一是构造并检验

更强形式的互文性，从而降低互文实验对于实验平台的苛刻要求；二是探讨互文

性与量子信息学中其它概念之间的联系，从而直接从实验上展示互文性在更广

泛场合之中的应用。本论文的最新版本可在以下地址取得：https://manekimeow.g
ithub.io/document/zhliu_PhDthesis.pdf。
本论文中介绍的主要研究成果为：

1. 实验展示超越非定域性的量子互文性、构造并实验实现将已知最强的量
子关联嵌入到更低维的系统中。

由于非定域性是量子互文性在类空间隔下的表现形式，因此有可能通过解

除类空间隔对测量算符形式的约束，来增强非定域性导致的量子关联。同时，解

除额外约束条件使量子关联所需的态空间维数降低。在正文第 4章中，我们从实
验上观察到互文超越非定域和互文浓缩两种现象，从而展示了量子互文性与非

定域性的密切关系。

2. 构造并实验观测到适用于图态的“全对无”佯谬，并展示其在量子态鉴
别、纠缠和导引目击方面的应用。

每个量子互文性的逻辑性证明都可被转化为一个“全对无”类型的量子—经

典佯谬。图态是一类高度纠缠的量子态，也是进行基于测量的量子计算的基本模

块。我们在正文第 5章中介绍对于量子互文性导致的“全对无”佯谬的理论和实
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摘 要

验研究，并展示其在量子态鉴别、纠缠和导引目击方面的应用。

3. 开发出不依赖弱测量的弱值提取方法，实验观测到量子柴郡猫之间的诡
笑交换。

研究包含前–后选择的量子系统将使我们获得量子系统演化过程的额外信
息，反映在演化过程的“弱值”中。量子互文性将使量子过程出现一些有悖常识

的行为，例如量子柴郡猫现象——一个量子系统的属性与其本身出现分离。我们

在正文第 6章中以量子柴郡猫佯谬为例，实验研究量子互文性导致的前–后选择
型佯谬。

4. 设计实现专用的光量子模拟器，验证仲费米子体系实现通用容错量子计
算的能力。

通过结合量子互文性和准粒子体系的拓扑保护特性，有望实现通用的容错

量子计算。我们在正文第 7章中，使用量子模拟的手段，在光学系统中研究仲费
米子（准粒子）编码的量子系统用于携带和保护量子信息的能力。我们设计实现

专用的光量子模拟器，在其中研究准粒子编织操作导致的几何相位、准粒子体

系对量子互文资源的拓扑保护特性、以及编织操作中量子互文资源的守恒特性，

从而说明该体系实现通用容错量子计算的潜力。

关键词：量子互文；线性光学量子计算；图论；光学干涉仪；量子力学基础；量

子模拟。
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Abstract

ABSTRACT

Quantum contextuality is one of the most intriguing and peculiar predictions of
quantum mechanics. In layman’s terms, it refers to the fact that the result of a sin-
gle measurement of a physical quantity in quantum mechanics depends on the way the
measurement is carried out. More precisely, the measurement outcome of an observable
does not only reflect the pre-defined value of the observable itself; instead, the knowl-
edge about the context—the set of compatible observables that are actually measured—
is indispensable to determine the measurement result. Quantum contextuality is also
a cornerstone in modern quantum information science. It is the origin of the famous
quantum nonlocality and various nonclassical paradoxes. It is also a resource for many
quantum information processing tasks and even universal quantum computing. There-
fore, the study of quantum contextuality not only advances the comprehension of the
foundations of quantum physics, but also facilitates the practical applications of quan-
tum information technology.

In the last fifteen years, the study of quantum contextuality has developed from
a purely theoretical level to a stage where direct experimental tests become amenable.
However, the experimental research on contextuality at the current stage largely focuses
on direct validations of some most famous predictions of contextuality, while other
forms of contextuality and its practical applications in quantum information science are
rarely involved. The researches in this thesis are committed to bridge this gap from two
directions: (1) to construct and test stronger forms of contextuality and relieve the re-
quirements of contextuality experiments on experimental platforms, and (2) to explore
the connections between contextuality and the other concepts in quantum information
science and directly demonstrate the application of contextuality in broader scenarios.

The content in this thesis may subject to change after it has been submitted to the
university. Also, to support open access and remove barriers in scientific research, I
make the latest version of this doctoral thesis freely available at the following address:
https://manekimeow.github.io/document/zhliu_PhDthesis.pdf. I will present the fol-
lowing research findings in this thesis:

1. Relationship between quantum contextuality and nonlocality
Since nonlocality is the manifestation of quantum contextuality in spacelike-

separated systems, it is possible to enhance the nonlocal quantum correlation caused by
nonlocality by lifting the constraint of the spacelike-separation from the measurement
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Abstract

operator. I have experimentally realised an example of quantum contextuality beyond
nonlocality. At the same time, lifting the additional constraints could reduce the dimen-
sionality of the state space required for demonstrating the quantum correlation. I have
further constructed and experimentally realised the embedding of the strongest known
quantum correlations into low-dimensional systems.

2. “All-versus-nothing” paradoxes from quantum contextuality
Every logical proof of quantum contextuality can be transformed into an “all-

versus-nothing” type quantum–classical paradox. The graph states are a class of highly
entangled quantum states and the basic building blocks for measurement-based quantum
computing. I have constructed and observed the “all-versus-nothing” paradox applicable
to graph states, and show its applications in quantum state verification and the witness
of quantum entanglement and quantum steering.

3. Pre- and post-selection paradoxes from quantum contextuality
The investigation of quantum systems with pre- and post-selection provides addi-

tional information about its evolution process, which is reflected in the quantity called
“weak values”. Quantum contextuality allows quantum processes to have strange be-
haviours; one example is the quantum Cheshire cat effect—the separation of the prop-
erties of a quantum system from the object itself. I have developed methods for weak
value extraction without weak measurements to experimentally observe the exchange of
grins between quantum Cheshire cats.

4. Topological protection and braiding dynamics of quantum contextuality in
quasiparticle systems

The combination of quantum contextuality and the topological protection of
quasiparticle systems is expected to pave the way for a universal fault-tolerant quan-
tum computing architecture. I have studied the encoding of quantum information in
parafermions—a type of quasiparticles—which topologically protects quantum infor-
mation. I have designed and implemented a dedicated optical quantum simulator, in
which the geometric phase from the braiding of parafermions, the topological protec-
tion of quantum contextuality resources, and the conservation properties of quantum
contextuality in braiding operations are investigated to illustrate the potential of this
system for universal fault-tolerant quantum computing.

Key Words:Quantum contextuality; linear optics quantum computing; graph theory;
optical interferometry; foundations of quantum physics; quantum simu-
lation.
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第 1章 绪 论

量子力学在其不足百年的历史中已经极大地改变了人类社会的发展。在二

战之后，现代集成电路借助着量子力学原理的发展开始进入人们的生活，成为人

类文明进步的推动力之一，并使得人类社会进入信息时代。在 20世纪末期，量
子力学原理和信息论的结合催生了新的交叉学科——量子信息学，而基于操控

量子系统实现的量子计算则提供了人类计算能力进一步飞越的希望 [1]。目前正
在进行的“第二次量子革命”使得人们操作单个量子实体的能力进一步提升，从

而量子科技能够在人类社会的诸多方面取得广泛应用，例如量子计算机已经在

一些问题中展现相比于经典计算机决定性的加速 [2-3]。
尽管从诞生伊始的 20世纪 20年代至今，量子力学已经取得了无数巨大的

成功，其发展的历史却是曲折的。随着时间的推移，人们对它的理解一直在不断

改变，并且导致了大量颠覆性的新认知。例如引领量子力学和计算机科学发展

的 von Neumann可以算是量子信息学的鼻祖，然而其对于非对易变量的观点在
1990年代已经被Mermin [4]批判为 “silly”。现在我们知道，von Neumann受到批
判的观点实际上代表了一大类用于取代量子力学的唯象描述——隐变量 (hidden
variable)理论——之中共性的问题。隐变量理论尝试把量子力学中测量的结果使
用实验前预先确定的（虽然是不可知的）隐变量来反映，这样量子测量的过程便

仅仅是将物理量作为其对应的隐变量的函数来揭示出来。事实上，按照哥本哈根

诠释，量子力学是建立在波函数之上的，内禀的不确定的理论，因此人们有充足

的动机使用隐变量理论将量子力学重新表述为确定性的理论——所有的不确定

性都来自于对于隐变量的无知。然而，代价是需要引入一些额外的假设，从而减

弱了理论的可信度。有一些隐变量理论可以被证明与标准的量子力学是完全兼

容的，例如 de Brogile和 Bohm [5]的导航波理论，其区别只在于对于相同物理现
象的不同理解。然而对于另一些隐变量理论，情况则不尽如此，根本原因在于这

些隐变量理论中所使用的（一些看似非常合理的）假设与量子力学本身已经存在

不兼容性。这类理论中的代表之一就是非互文隐变量理论。

量子互文性① (quantum contextuality)，有时也翻译为上下文，指的是量子测
量的结果依赖于测量方式，具体来说指的是同时测量的对易可观测量如何选取。

与之对立的概率模型就是非互文隐变量理论。不管从经验上还是量子力学的数

学描述上，非互文的假定似乎都有理有据：在经验上，测量物体的长度结果不应
①在本文中，我将在大量场合省去“量子互文”中的定语“量子”，从而在不引起歧义的前提下，保证行

文的简练流畅。然而我同时指出：在广义的概率理论中，存在一类广泛的互文性的概率模型，因此互文性

决非是量子力学独有的属性。另外，脚注中的内容带有我的个人见解，并不一定反映客观正确的科学性。
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该依赖尺子，不然我们有充足的理由怀疑尺子的准确性；从数学上，量子力学中

波函数与概率的基本对应关系——Born规则——是非互文的。熟悉相对论的读
者可能会发现，后一问题有点类似于 Einstein的困惑 [6] ：当一个多体纠缠系统
中的一个粒子受到测量导致测量波函数坍缩时，远处粒子的波函数立刻改变，似

乎与相对论有矛盾。然而，当考虑测量的平均效应时，波函数的坍缩不会导致任

何有效的信息传递；观察远处粒子的观察者不仅不会得到测量结果的任何信息，

甚至不能知道测量到底有没有发生。这里的区别在于考虑的是单次事件还是统

计结果。从统计上而言，量子力学的所有统计性质都是定域、非互文的。但是量

子力学的描述不仅适用于系综，对于单次事件同样有效。当关注单次测量的结果

时，量子力学就将表现出其非定域、互文性的特点 [7]。Fine [8]的工作表明，通
过考虑多个可观测量概率分布的互相关联，就有可能将这种互文性的特点从概

率分布上体现出来。

从上面的讨论看出，要从实验上研究互文性，仅仅知道系统在若干测量基

下的整体概率分布往往还不够；相反，需要能够对单个量子的演化进行精确测

量，从而获取其在演化（也可能是连续数次测量）过程中的大量信息。互文性研

究对于实验技术的极高要求，在图 1.1所示的本方向研究成果的里程碑中可见一
斑：可以发现，上方的理论的研究早早就受到广泛关注，而下方的实验的研究直

到近年才取得突破性进展。特别是在世纪之交，按照 Meyer [9], Kent [10], 以及
Clifton et al. [11]等人的讨论，似乎不可能在有限精度下检测到量子力学与非互
文隐变量理论之间的任何区别，因此互文性将被归结于一个哲学问题。确实，在

那个年代，所有互文性实验，例如 Hasegawa et al. [12], Bartosik et al. [13]等人的
工作，都需要默认一些量子力学的假设，因此在一定程度上有些循环论证的色

彩。转折出现在 2008年，Cabello [14]提出了从实验上不依赖量子力学的任何假
设就可以检测互文性的方法，并且进一步考虑了如何将实验误差所带来的影响

包含在内 [15]。自此之后，互文性的实验研究才取得了长足的发展，能够在不同
的系统中测试多种非互文不等式。

由于互文性在量子信息学中的一系列作用，尤其是在未来可扩展的通用量

子计算方面的决定性角色 [22] ，其研究一直是领域内关注的热点问题。中国科
学技术大学中科院量子信息重点实验室长期以来一直关注互文性方面的研究进

展，在实验检测方面，具有长达 20年的历史 [24]。考虑到互文实验所需的量子
操作和读取进度对于硬件条件的要求，目前世界上常见的进行互文实验的平台

基本只有超导、离子阱和光学系统三种。在博士期间，笔者在量子互文方向的实

验工作依托本实验室国际领先的光学平台进行，集中在线性光学系统 [30] 中完
成。在线性光学元件中，描述演化过程的哈密顿量 (Hamiltonian)最多只包含光
子产生/湮灭算符的一次项，因此既不会生成额外的光子，也不会导致光子之间
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1957
Gleason定理

1967
首次发现互文性
(Kochen, Specker)

1982
联系非互文与概率
分解模型 (Fine)

1991
简化互文性的
证明 (Peres)

1996
找到最简的

Kochen-Specker
(KS)集 (Cabello)

2008
实验可检测的
非互文不等式

(Cabello)

2020 证明最简性
(Xu, Chen, Gühne)

2012
最简的态无关
互文性证明

(Yu, Oh)

2014
利用图论研究

互文性 (Cabello,
Severini, Winter)

2014
阐明互文性与通用
量子计算的关系
(Howard, et al.) 2003

互文实验的雏形
(Huang, Li, Zhang,

Pan, Guo)2009
离子阱互文实验

(Roos team)

2009, 2013
光学互文实验

(Bourennane team,
Sciarrino team)

2016, 2022
逐渐关闭实验漏洞

(Liu & Li team,
Kim team)

图 1.1 量子互文研究的发展史。图中标出了 Fine [8], Cabello [14], Gleason [16], Kochen et al.
[17], Peres [18], Cabello et al. [19], Yu et al. [20], Cabello et al. [21], Howard et al. [22], Xu
et al. [23]在理论方面的研究和 Huang et al. [24], Kirchmair et al. [25], Amselem et al.
[26], D’Ambrosio et al. [27], Hu et al. [28], Wang et al. [29]在实验方面研究的里程碑。

发生相互作用。概括地讲，该系统具有下列优势：

1. 超长的相干时间：相比于物质量子比特，光子几乎不受到电磁场干扰导致
的退相干影响，光子的相干时间相对于门操作时间来说非常长。

2. 丰富的内禀自由度：量子信息可被编码到光子的多个自由度上。尤其是光
子有大量能够编码高维量子信息的自由度，而互文性恰恰需要依赖高维系

统来体现。

3. 高精度的量子态制备、操控和读取：有利于精确检测量子力学的预言。
因此，线性光学系统为互文性新进展的研究提供了良好的基础。事实上，线性光

学系统一直以来都是量子力学基础研究和量子通信领域应用最为广泛的实验平

台。然而，上述提到的优点伴随着一个关键的代价：因为光子之间不存在相互作

用，所以为了实现等效的两量子比特门操作，就必须进行后选择，其成功率不可

3



第 1章 绪 论

能超过 50%. 因此，若仅使用线性光学和全光系统，而不使用诸如 Kerr效应等等
的非线性相互作用，那么量子纠缠原则上是不可扩展的；另外，缺乏可靠两比特

门也使得光学系统中进行连续测量的能力在一定程度上受到制约。

笔者的工作在一定程度上探索了解决上述问题的方法，从而在尚未真正实

现光学系统扩展性的前提下①，仅利用现阶段光学平台的资源就可进行一系列关

于互文性及其未来可能应用的有意义的研究。本论文将使用大量的篇幅，着重介

绍以下的几项研究：

1. 在理论上，把量子互文的检验归结为单体制备–测量 (prepare-and-measure)
实验中计数统计的组合，从而避免对于多光子干涉和接续测量的依赖。在

第 4章中，笔者将介绍使用该方法研究互文性与非定域性关系的两项成果，
展现如何把人类目前已知的最强的量子关联，嵌入到更低维的系统中，而

不减弱关联的强度。

2. 在实验上，借助光子多个自由度之间的耦合，扩展可用的态空间；在第 5
章中，笔者将介绍使用该方法构造图态和研究“全对无”互文佯谬的工作，

从而实现图态的验证和纠缠目击。

3. 开发不依赖额外指针的测量方法，从而进一步降低测量过程对量子系统之
间耦合的需求。在第 6章中，笔者将介绍使用该方法提取量子系统演化中
的过程量“弱值”，从而观测名为量子柴郡猫的新奇现象。

4. 使用量子模拟扩展可研究的问题领域。在第 7章中，笔者将介绍使用该方
法在光学平台上模拟准粒子编织统计和拓扑保护性质的实验，从而展示准

粒子系统用于未来量子计算的前景。

同时，为了给上述的中心结果做铺垫，笔者将在第 2章和第 3章中分别概要地介
绍量子互文的理论基础和线性光学实验的方法。在第 8章，笔者将进一步展望这
些方向未来可能的发展，以及简要地介绍一些已经在进行的工作。

接下来，我们就转向对于量子互文理论基础的介绍。相比于量子纠缠和非定

域性等量子力学中脍炙人口的结论，互文性的物理意义要来得更为晦涩，而且关

于它的讨论往往伴随着浓厚的数学色彩，使得一些不熟悉相关背景的读者望而

却步。因此，本论文的理论部分将使用一个小故事来介绍互文性造成的奇特效

应，再辅以量子力学的基础知识和简单的计算，使得互文性的整体概念跃然纸

上。尽管这种写法相比于完全基于公理逻辑的框架也许要来得不那么严谨，但是

笔者希望借助生动形象的故事，使得读者能够快速地建立起对互文性的直观认
①我相信光学系统将是未来最可扩展的量子计算体系——在 106量子比特以上的量级，物质系统将必须面

对与环境耦合退相干的效应，而光学系统无耦合的优势将是决定性的。然而目前看来，对应规模的光量子计

算实现可能需要进一步结合光–物质界面 [31]，连续变量图态 [32-33]和基于测量的量子计算 (measurement-
based quantum computing [34])等手段，而非仅仅使用线性光学系统。
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识，并帮助读者获得更好的理解。
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第 2章 量子互文的理论基础

设想屋子里有一只纯色猫，我们想要知道猫的颜色。我们可以从门口向里

看，可以从窗户向里看，也可以在墙角放置摄像头，等待猫来到摄像头前面时进

行观察。不管使用哪种方式，我们都将始终看到一只黑猫或者白猫，不可能从不

同的视角看到猫的颜色发生了改变——不然我们会怀疑屋里至少有两只猫。猫

的颜色应该是客观的，而不依赖观察的角度。

如果屋子里是一只“薛定谔 (Schrödinger)的猫 [35]”，情况则会变得更有趣
一些。在观察之前，猫可能处于黑色和白色的叠加状态，而我们的观察会使其突

变为黑色或白色之一①。然而，如果观察本身并不会影响猫的行为，那么似乎有

充足的理由相信“薛定谔的猫”变成黑猫或白猫不应该取决于我们从门口、窗口

还是摄像机中观察。为了检验这一假说，我们可以准备许多完全相同的“薛定谔

的猫”，随机地从每个视角进行观察。结果如我们所料，每个视角下“薛定谔的

猫”变成黑猫和白猫的概率都是完全相同的，仍然不依赖观察的角度。

我的一位好奇的生物学家朋友（以下我将他称为友人 A）对于“薛定谔的
猫”非常感兴趣。他希望进一步深刻地描述“薛定谔的猫”颜色变化的原理。他

可能会假定在猫的身上存在一个尚未被观察到的机制，在每次实验中，这个机

制都会预先决定猫最终会变成什么样的颜色；人类开窗观察的过程仅仅是揭示

了这个已经预先确定的颜色。然而，在研究的过程中，友人 A却发现无论如何
都不能消除变色机制对观察方式的依赖：从门还是窗户观察的时候，“薛定谔的

猫”颜色发生变化的方式是不一样的！分析了实验数据后，友人 A百思不得其
解，只好来请教我其中的奥妙。听完友人 A的描述，我会心一笑，知道在“薛定
谔的猫”身上捣鬼的，就是量子力学中的互文性。

长久以来，互文性都是量子力学基础研究的核心问题。它是观测到的实验结

果对任何潜在理论结构的必然要求，但它有悖常理的性质又激发了人们对量子

理论深层物理原理的探索。互文性在量子理论中的核心地位，使得相关研究工作

不管从理论层面还是应用层面都具有深刻的意义，而为了研究互文性，首先必须

了解它的来龙去脉。本章将首先从基础科学的角度入手，阐明何以互文性是量子

力学数学结构的自然推论；而后再从交叉科学的角度讨论，介绍互文性在量子信

息处理和量子计算等领域广泛的应用。至于我和友人 A的故事，将在第 2.2节中
再继续讲完。

①我将使用稍微修改的“薛定谔的猫”的典故，因为我们显然更为喜爱活着的猫。
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2.1 量子力学的数学基础

作为可能是人类有史以来最为成功的自然科学理论，量子力学有着不同寻常

的数学形式。整个非相对论量子力学的大厦都建立在非对易的矩阵乘法和 𝐶∗-代
数的基础上；了解这些理论基础将可以帮助理解本文的实验到底在尝试解决哪

些问题。因此，现在将简要地回顾这些理论的基础知识。

2.1.1 量子态、演化和可观测量的表示

1. 量子态的表示

一个处于纯态的 𝑑 维量子系统 |𝜓 ⟩ 可以使用其对应的态射线描述为 |𝜓 ⟩ =
∑𝑑

𝑘=1 𝑐𝑘 |𝜙𝑘⟩,其中，|𝜙𝑘⟩ , 𝑘 ∈ {1, … , 𝑑}为给定希尔伯特空间ℋ 𝑑 中的一组正交基矢，
通常称为计算基矢。在计算基矢下，我们常将态射线记为矢量形式：

|𝜓 ⟩ = (𝑐∗1 𝑐∗2 ⋯ 𝑐∗𝑑−1 𝑐∗𝑑 )
† .

另外，我们使用 Kronecker符号 𝛿𝑗𝑘 = {1, 𝑗 = 𝑘
0, 𝑗 ≠ 𝑘

将态射线的正交归一条件表述

为 ⟨𝜙𝑗 |𝜙𝑘⟩ = 𝛿𝑗𝑘 , ∑𝑑
𝑘=1 |𝑐𝑘 |2 = 1.

若一个量子系统包含多个处于纯态的子系统 |𝜓𝐴⟩𝐴 , |𝜓𝐵⟩𝐵 , …时，可以使用张
量积将整个系统的状态表述为 |𝜓𝐴𝐵⋯⟩ = |𝜓𝐴⟩𝐴 ⊗ |𝜓𝐵⟩𝐵 ⊗…,并经常简记为 |𝜓𝐴⟩ |𝜓𝐵⟩
或 |𝜓𝐴, 𝜓𝐵⟩. 然而，处于纯态的复合系统也可能不能被分解为子系统的直积形式。
此时，我们称该复合系统是纠缠的。对于两个量子比特的系统，有四个量子态是

两体之间纠缠程度最强的，我们将其称为 Bell态。它们的数学形式是：

|Φ+⟩ = 1
√2

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1
0
0
1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, |Φ−⟩ = 1
√2

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1
0
0
−1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, |Ψ+⟩ = 1
√2

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0
1
1
0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, |Ψ−⟩ = 1
√2

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0
1
−1
0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

一个处于混态的量子系统不能被表述为态射线，但是可以用密度算符 ̂𝜌 来
表述其处于纯态之概率混合的状态：

̂𝜌 = ∑
𝑘
𝑤𝑘 |𝜓𝑘⟩ ⟨𝜓𝑘 | , ∑

𝑘
𝑤𝑘 = 1.

密度算符可以使用矩阵形式进行展开：

̂𝜌 = ∑
𝑚𝑛

|𝜙𝑚⟩ ⟨𝜙𝑛| ,

𝜌𝑚𝑛 = ⟨𝜙𝑚| ̂𝜌|𝜙𝑛⟩ = ∑
𝑘
𝑤𝑘 ⟨𝜙𝑚|𝜓𝑘⟩ ⟨𝜓𝑘 |𝜙𝑛⟩ .
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密度算符是一个厄米算符（Hermitian,亦即 𝜌† = 𝜌），且其迹为 Tr ̂𝜌 = 1. 对于一
个纯态 |𝜓 ⟩而言，其密度算符就是 |𝜓 ⟩ ⟨𝜓 | .此时，密度算符对应矩阵的谱仅有一个
非零元素。因此通过密度算符的平方可以判断一个密度算符有多么接近于纯态：

定义量子态 ̂𝜌的纯度为 Tr( ̂𝜌2);纯度小于 1的量子态都是混态 [36]。
2. 量子演化的表示

量子系统在薛定谔方程的约束下演化。最普遍的薛定谔方程形式为：

𝑖ℏ 𝜕
𝜕𝑡 |𝜓 (𝑡)⟩ = �̂� |𝜓 (𝑡)⟩ ,

其中 �̂� 乃是支配量子系统动力学的哈密顿量 (Hamiltonian). 在量子信息学中，我
们习惯上取 ℏ = 1,从而在今后均省略这一符号。若 �̂� 不含时，则态射线满足的
演化规律为 |𝜓 (𝑡)⟩ = 𝑈 (𝑡) |𝜓 (0)⟩ ,其中 𝑈 (𝑡) = exp (−𝑖�̂� 𝑡) .
在传统上，所有的哈密顿量都被要求是厄米算符，这保证了演化后量子态的

迹是归一的。然而近年来，对于非厄米哈密顿量的研究逐渐升温。它描述的是开

放系统的动力学，且包含新奇的物理现象和拓扑性质 [37]。对于非厄米哈密顿量
的一种等价描述方法是仍然保证哈密顿量的厄米性，但是使得演化在虚时间上

进行 [38]。对应于这种虚时演化的薛定谔方程形式为：

− 𝜕
𝜕 ̸𝑡 |𝜓 (

̸𝑡)⟩ = �̂� |𝜓 ( ̸𝑡)⟩ , (2.1)

这里，笔者使用带有斜线的 ̸𝑡 强调演化在虚时间中进行，此时，不含时哈密顿量
导致的系统演化算符为

𝑈 ( ̸𝑡) = exp (−�̂� ̸𝑡) . (2.2)

这个演化与幺正演化的最大区别是概率幅不归一，因为它将导致对应哈密顿量

本征值为 𝐸𝑘 的本征态概率幅衰减到初始时刻的 exp(−𝐸𝑘 ̸𝑡 ).然而，它在量子光学
实验中不仅容易通过衰减方便地实现，而且能够起到一些不可被幺正演化替代

的作用。在本文第 6章和第 7章介绍的工作中，就大量运用了虚时演化来达到一
些特定的实验效果。

3. 可观测量的表示

使用可观测量可以反映量子系统的性质，并建立与经典物理的对应关系。每

个可观测量都可以被表示为一个厄米矩阵，因此本征值是实数。对应于一个量子

系统，一个可观测量 �̂� 的期望值为：

⟨�̂�⟩𝜓 = ⟨𝜓 |�̂�|𝜓⟩ .

封闭系统的哈密顿量也是一个可观测量，对应于体系的能量。
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每个可观测量 �̂� 都可以在其自身对应的表象下被对角化，对角元素即为算
符的谱：

�̂� = ∑
𝜆
𝜆Π̂𝜆,

其中 Π̂𝜆 = ∑𝑘 |𝜙𝜆,𝑘⟩ ⟨𝜙𝜆,𝑘 |是向本征值为 𝜆的本征态 |𝜙𝜆,𝑘⟩投影的算符；如果本征
值 𝜆是非简并的，那么后一个求和只有一个元素，此时 Π̂𝜆 = |𝜙𝜆⟩ ⟨𝜙𝜆 | .

2.1.2 量子测量：Born规则和 Lüders规则

Born规则给出了对于量子态进行测量的概率结果。对于量子态 ̂𝜌 而言，对
于一个可观测量 �̂� = ∑𝜆 𝜆Π̂𝜆 的测量将以概率 Pr(𝜆)得到该可观测量的一个本征
值 𝜆.其中，概率的计算公式为

Pr(𝜆) = Tr ( ̂𝜌Π̂𝜆) .

当两个可观测量 �̂�1和 �̂�2对易（[�̂�1, �̂�2] ∶= �̂�1�̂�2 − �̂�2�̂�1 = 0）时，两个可观
测量可以同时被测量，而不会影响彼此按照 Born规则给出的测量概率。对于两
个不对易的可观测量进行的测量将会影响彼此的值，因此不能同时给出有意义

的结果。显然，正交的投影算符是对易的可观测量。

Lüders 规则阐述了量子测量导致量子态变化的方式。具体来说当对于可观
测量 �̂� 的测量结果为 𝜆 时，测量将使得被测量的量子系统跃变到其对应的本征
态上：

̂𝜌 → ̂𝜌′ = Π̂𝜆 ̂𝜌Π̂𝜆
Pr(𝜆) .

2.1.3 Gleason定理

上面的 Born规则和 Lüders规则已经完全描述了量子力学中测量的行为，但
是当他们被提出时，都是以公设的形式给出。为何量子力学的测量概率一定是

以矩阵乘法的迹这一非常特殊的形式给出呢？接下来要介绍的 Gleason定理 [16]
就旨在论证这种形式的唯一性。

定理 2.1 (Gleason, 1957) 给定希尔伯特空间 𝐻 𝑑，当 𝑑 ⩾ 3 时，从一组投
影算符 𝜫 = {Π̂1, ⋯ , Π̂𝑑 } ,∑𝑘 Π̂𝑘 = 𝕀𝑑 到一组概率分布 𝑷 = {𝑝1, ⋯ , 𝑝𝑑 } , 0 ⩽ 𝑝𝑘 ⩽
1,∑𝑘 𝑝𝑘 = 1的映射

𝜫 → 𝑷,
必可被等价地用一个密度算符 ̂𝜌表示为

𝑝𝑘 = Tr ( ̂𝜌Π̂𝑘) .

Gleason定理的证明过程艰深，在本文中恕不赘述。该定理说明了 Born规则
是唯一可能解释量子测量结果的理论。再考虑到狭义相对论的约束，量子测量导
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致的量子态演化就必须由 Lüders规则确定。因此，Gleason定理完善了量子测量
过程的数学基础。

由于 Gleason定理要求即使对于纯态，只要不在一个可观测量的本征态上，
任何对于该算符的测量也都只能以随机的方式给出结果，因此服从该数学语言

的量子力学必须是内禀不确定的。在下一节中我们将看到，这种随机性的要求，

对于可能再现量子力学全部预言的隐变量模型所满足的数学形式给出了很强的

约束条件。

2.2 隐变量理论与量子互文

一个确定性的隐变量理论是指在一次实验中，一组正交投影测量 𝜫 的结果
是由一个不可知的隐变量 𝜇预先给定的。我们只关注确定性隐变量模型。非确定
性的隐变量模型可以用多级确定性的隐变量模型构造出来，然而这种构造是冗

余的——最终必须有一级确定性的隐变量可以完全描述物理实在，不论这个实

在到底是否是可以用任何方法被实验观测到。

隐变量理论相当于将量子力学的随机性替换为了可观测量到测量结果的映

射：

Pr(𝜆) → ∫𝜇 𝑣 (𝜆, 𝜫 , 𝜇) 𝑑𝜇.

其中，响应函数 𝑣 (𝜆, 𝜫 , 𝜇) ∈ {0, 1}决定了对应于隐变量值为 𝜇时，正交投影测量
𝜫 在实验前就可预先确定的测量结果。
非互文隐变量理论是确定性隐变量理论中的一个范式。具体来说，一个本征

值为 𝜆0的投影算符 Π̂0可以属于几个不同的上下文（正交投影测量的选取方式），
不妨将其中任意两个记为 𝜫 和 𝜫 ′. 在非互文隐变量理论中，响应函数将与上下
文的选取方式无关，这在数学上可以表示为：

𝑣 (𝜆0, 𝜫 , 𝜇) ≡ 𝑣 (𝜆0, 𝜫 ′, 𝜇) , ∀𝜇. (2.3)

换句话说，预先确定的实验结果仅取决被测的投影算符和隐变量本身，而与和投

影算符一同构成完整正交测量的其他投影算符无关。

2.2.1 Kochen–Specker定理

由于 Gleason 定理要求在 𝑑 ⩾ 3 维希尔伯特空间中，所有投影测量的概率
都被映射到闭区间 [0, 1]中。而确定性隐变量理论的映射是离散的——对于单次
实验，响应函数只能取 {0, 1} 之中的一个，因此两者的数学结构存在不兼容性。
Kochen和 Specker最早找到一个具体的例子，说明对于不使用完整正交投影算
符的非互文隐变量理论，这种数学结构区别导致的矛盾不可调和。正式地说，我
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们有：

定理 2.2 (Kochen and Specker, 1967) 量子理论是互文性的。量子测量的隐

变量描述必须包含上下文——也就是构成正交测量的所有投影算符——的信息。

当 Kochen和 Specker在 50多年前最初证明上述定理时，他们使用了 117个
态射线对应的投影测量展示了一个非互文隐变量模型与量子力学对测量结果预

言之间的矛盾。随着量子信息学的发展，证明过程变得逐渐简单起来。在 2012
年，中国科学技术大学的郁司夏老师和新加坡国立大学的胡祖协老师构造出一

个证明，仅使用 13个投影测量就可以对任何量子态的测量结果排除非互文隐变
量理论 [20]，并且该证明最简性的记录已经不可能再被打破 [15] 。如果只需要
对一些量子态展示与非互文隐变量模型的矛盾，则可以进一步降低要求，使用 5
个投影测量即可完成任务 [39] .

2.2.2 友人 A的困惑：Peres–Mermin方块

上面完全基于量子力学基础和抽象数学的介绍可能仍嫌不够直观。现在，我

们回到本章开头“薛定谔的猫”的例子，来阐明何以量子力学无法与非互文隐变

量理论兼容。为了研究“薛定谔的猫”在被观察时颜色变化的规律，友人 A将使
用控制变量的方法，建立起毛色与“薛定谔的猫”身上其它可以观测的特点之间

的联系。友人 A发现，这个联系的依赖因素可以完全用“薛定谔的猫”两只眼睛
的颜色和两只前爪的肉垫颜色来表示出来。具体来说，“薛定谔的猫”两只眼睛

的颜色可以是同为黄色、同为绿色、或者是一只黄色一只绿色；两只爪子的颜色

可以是同为粉色、同为黑色、或者是一只粉色一只黑色。

友人 A还发现，当通过门来正面观察“薛定谔的猫”时，他可以观察的是
猫的两只眼睛的颜色，以及两只爪子的颜色是否相同；当通过窗户来侧面观察

“薛定谔的猫”时，他可以观察的则是猫每一边眼睛和爪子的颜色。进一步地，

友人 A总结出“薛定谔的猫”颜色变化的下述规律：

1. 当从门口观察时，最后变成白猫的“薛定谔的猫”，两只眼睛和两只爪子的
颜色，要么全都相同，要么两者都不同；反之，最后变成黑猫的“薛定谔

的猫”，如果瞳色不同，那么爪子的颜色就相同，如果瞳色相同，爪子的颜

色就不同。

2. 当从窗户观察时，最后变成白猫的“薛定谔的猫”若一边拥有 (1)黄色的眼
睛和粉色的爪子，或者 (2)绿色的眼睛和黑色的爪子，则另一边要么有 (a)
绿色的眼睛和粉色的爪子，要么有 (b)黄色的眼睛和黑色的爪子；若一边
拥有 (1)黄色的眼睛和黑色的爪子，或者 (2)绿色的眼睛和粉色的爪子，则
另一边要么有 (a)绿色的眼睛和黑色的爪子，要么有 (b)黄色的眼睛和粉色
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的爪子。对于最后变成黑猫的“薛定谔的猫”，情况则是与上面对于白猫的

描述刚好相反的。

擅长总结规律的友人 A将使用一些变量来描述“薛定谔的猫”颜色变化的
规律。具体来说，由于“薛定谔的猫”本身的颜色、眼睛的颜色和爪子的颜色都

只有两种情况，因此 Bool型的二值变量就非常适合被用来描述这些关系。友人
A做出下面的定义：

⎧⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪
⎩

𝑥1 = 𝑥1(左眼的颜色) ∶ 𝑥1 = +1 ⇔左眼为黄色; 𝑥1 = −1 ⇔左眼为绿色
𝑥2 = 𝑥2(右眼的颜色) ∶ 𝑥2 = +1 ⇔右眼为黄色; 𝑥1 = −1 ⇔右眼为绿色
𝑧1 = 𝑧1(右爪的颜色) ∶ 𝑧1 = +1 ⇔右爪为粉色; 𝑧1 = −1 ⇔右爪为黑色
𝑧2 = 𝑧2(左爪的颜色) ∶ 𝑧2 = +1 ⇔左爪为粉色; 𝑧2 = −1 ⇔左爪为黑色
𝑦 = 𝑦 (猫的颜色) ∶ 𝑦 = +1 ⇔猫为黑色; 𝑦 = −1 ⇔猫为白色

(2.4)

友人 A希望把“薛定谔的猫”颜色变化的规律通过这些变量之间的关系来描述
为 𝑦 = 𝑦(𝑥1, 𝑥2, 𝑧1, 𝑧2)。具体来说，当从门口观测时，有：

𝑦 = −(𝑥1𝑥2)(𝑧1𝑧2). (2.5)

当从窗口观测时，有：

𝑦 = (𝑥1𝑧2)(𝑧1𝑥2). (2.6)

可以检验，上面的公式 (2.5)和公式 (2.6)分别完全再现了从门口和窗口观测“薛
定谔的猫”对其颜色变化造成的影响。然而，友人 A无论如何也无法再进一步，
推导出 𝑦 = 𝑦(𝑥1, 𝑥2, 𝑧1, 𝑧2)这样的关系。他发现，把公式 (2.5)和公式 (2.6)的两
边分别相乘时，出现了矛盾：

+1 = 𝑦2 = −(𝑥1𝑥2)(𝑧1𝑧2)(𝑥1𝑧2)(𝑧1𝑥2) = −(𝑥1)2(𝑥2)2(𝑧1)2(𝑧1)2 = −1!

也就是说，如果不给出具体是从门口还是窗口观测的话，就根本不能定义一个函

数 𝑦 = 𝑦(𝑥1, 𝑥2, 𝑧1, 𝑧2),用来描述“薛定谔的猫”颜色与其眼睛和爪子颜色之间的
关系。

友人 A把他的所见总结成了图 2.1中的直观的图表，以进一步描述他的困
惑。他发现，想找到一个对于从门口还是从窗口观测都成立的函数关系来描述

“薛定谔的猫”变色的情况，等于是在表中的每个格子填进 ±1的数字，从而每一
行和每一列的变量乘积都应该等于 +1，除了最后一行等于 −1。然而，该问题是
无解的。另外，友人 A仍然相信观测方式应当对“薛定谔的猫”的行为没有影
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图 2.1 试图使用函数描述“薛定谔的猫”颜色变化时所遭遇的困难。从门口观察时，每次

可以测量的是同一行中的变量；从窗口观察时，每次可以测量的是同一列中的变量。

每一行和每一列的变量乘积都应该等于 +1，除了最后一行等于 −1。整个方块不可
能填进一组值为 ±1的数字，满足上面两条要求。

响，因为他发现，在两种观测方式下，猫的颜色、眼睛的颜色和爪子的颜色出现

的概率都是完全相等的。

现在，我将开始使用前面介绍的量子力学基础中的一系列知识，开始解答

友人 A的困惑。和日常生活中常常看到的猫不同，“薛定谔的猫”是一个量子世
界的生物，对它的描述只能是用一个态矢量或者波函数 |𝜓 ⟩来进行。“薛定谔的
猫”颜色的特性，都是由一些可观测量在 |𝜓 ⟩下的测量结果来给出的。具体的来
说，这些可观测量是量子力学基础中极为重要的 Pauli算符：

𝜎𝑥 = (0 1
1 0

) , 𝜎𝑦 = (0 −𝑖
𝑖 0

) , 𝜎𝑧 = (1 0
0 −1

) ,

的组合。它们被 Peres和Mermin最先发现 [4] ，也表示成一个 3 × 3方块内的格
子，因此称这些可观测量为 Peres–Mermin方块，如图 2.2所示。我们用→表示
对一个可观测量的测量结果；这些结果与“薛定谔的猫”的颜色的联系为：

⎧⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪
⎩

𝜎𝑥1(左眼的颜色) ∶ 𝜎𝑥1 → +1 ⇔左眼为黄色, 𝜎𝑥1 → −1 ⇔左眼为绿色;
𝜎𝑥2(右眼的颜色) ∶ 𝜎𝑥2 → +1 ⇔右眼为黄色, 𝜎𝑥2 → −1 ⇔右眼为绿色;
𝜎𝑧1(右爪的颜色) ∶ 𝜎𝑧1 → +1 ⇔右爪为粉色, 𝜎𝑧1 → −1 ⇔右爪为黑色;
𝜎𝑧2(左爪的颜色) ∶ 𝜎𝑧2 → +1 ⇔左爪为粉色, 𝜎𝑧2 → −1 ⇔左爪为黑色;

𝜎𝑦1 ⊗ 𝜎𝑦2 ≡ 𝒴(猫的颜色) ∶ 𝒴 → +1 ⇔猫为黑色, 𝒴 → −1 ⇔猫为白色.
(2.7)
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根据 Pauli算符的对易关系，[𝜎𝑥𝑖, 𝜎𝑦𝑗] = 𝛿𝑖𝑗𝜎𝑧𝑖可知，友人 A所选取的函数，四个
自变量不是都对易的，因此若想求取𝒴,寄望于用四个分立的变量 {𝑥1, 𝑥2, 𝑧1, 𝑧2}
的尝试一定是徒劳的，只可能通过图 2.2最后一行和最后一列中的两组关联函数
来完成。

图 2.2 Peres–Mermin方块。可以说是量子互文性最广为人知，也是最为精巧的例子，Peres–
Mermin方块是使用 Pauli算符的乘积取代图 2.1中的二值变量得到的结果。该方块
的每个格子中都是一个 4维可观测量；并且对任何量子态而言，每一行和每一列的
可观测量乘积的期望值都等于 +1，除了最后一行期望值等于 −1。

容易发现，不管我们从门口或窗口观测，能同时测量的每一行或者每一列中

的量都是对易可观测量，这与量子力学的要求是相符合的。进行任何观察的概率

也确实不依赖于测量的方式。例如，按照 Born规则，测量“薛定谔的猫”左眼
颜色为绿色的概率总是

Pr(左眼为绿色) = Tr (Π−𝑥1 |𝜓 ⟩ ⟨𝜓 |) = Tr (1 + 𝜎𝑥1
2 |𝜓 ⟩ ⟨𝜓 |) ,

与从门口还是窗口测量没有关系。

然而，量子力学描述下的“薛定谔的猫”已经不再会导致 +1 = −1类似的悖
论了：按照 Pauli算符的乘积关系 𝜎𝑖𝜎𝑗 = 𝑖𝜖𝑖𝑗𝑘𝜎𝑘 ,其中 𝜖𝑖𝑗𝑘 是 Levi–Civita符号，方
块中各行和各列算符对应的测量结果的乘积不仅全都是确定的，而且也符合友
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人 A对各行各列乘积的观察结果：

⎧⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪
⎩

第一行： Tr [(𝜎𝑥1 ⊗ 𝕀2) ⋅ (𝕀2 ⊗ 𝜎𝑧2) ⋅ (𝜎𝑥1 ⊗ 𝜎𝑧2) |𝜓 ⟩ ⟨𝜓 |] = +1,
第二行： Tr [(𝕀2 ⊗ 𝜎𝑥2) ⋅ (𝜎𝑧1 ⊗ 𝕀2) ⋅ (𝜎𝑥2 ⊗ 𝜎𝑧1) |𝜓 ⟩ ⟨𝜓 |] = +1,
第三行： Tr [(𝜎𝑥1 ⊗ 𝜎𝑥2) ⋅ (𝜎𝑧1 ⊗ 𝜎𝑧2) ⋅ (𝜎𝑦1 ⊗ 𝜎𝑦2) |𝜓 ⟩ ⟨𝜓 |] = −1,
第一列： Tr [(𝜎𝑥1 ⊗ 𝕀2) ⋅ (𝕀2 ⊗ 𝜎𝑥2) ⋅ (𝜎𝑥1 ⊗ 𝜎𝑥2) |𝜓 ⟩ ⟨𝜓 |] = +1,
第二列： Tr [(𝕀2 ⊗ 𝜎𝑧2) ⋅ (𝜎𝑧1 ⊗ 𝕀2) ⋅ (𝜎𝑧1 ⊗ 𝜎𝑧2) |𝜓 ⟩ ⟨𝜓 |] = +1,
第三列： Tr [(𝜎𝑥1 ⊗ 𝜎𝑧2) ⋅ (𝜎𝑧1 ⊗ 𝜎𝑥2) ⋅ (𝜎𝑦1 ⊗ 𝜎𝑦2) |𝜓 ⟩ ⟨𝜓 |] = +1.

(2.8)

这样，关于“薛定谔的猫”颜色变化规律的一切就都已经清楚了。友人 A在建立
描述理论时所遇到的问题，实际上就是非互文隐变量理论描述量子系统时所遇

到的困难：想要描述“薛定谔的猫”的颜色如何和眼睛与爪子的颜色关联起来，

从门口还是窗口观察至关重要；想要给量子系统做一个隐变量描述，隐变量必须

包含测量所在的上下文的信息。

2.2.3 可实验验证的非互文不等式

前面友人 A的故事已经展示了一个量子力学与非互文隐变量理论的不兼容
之处。然而，如何在一个真实的实验中观测到“薛定谔的猫”所携带的互文性呢？

Cabello [14]在 2008年找到了将 Peres–Mermin方块中的互文性用统计形式展示
出来的方法。考虑图 2.2每一行和每一列中可观测量的乘积；为方便起见，我们
将第一行的三个可观测量分别记为 {𝐴, 𝑎, 𝛼},第二行为 {𝐵, 𝑏, 𝛽},第三行为 {𝐶, 𝑐, 𝛾 }.
进一步地，我们考虑下面这个可观测量的线性组合：

PM ∶= ⟨𝐴𝐵𝐶⟩𝜓 + ⟨𝑎𝑏𝑐⟩𝜓 + ⟨𝛼𝛽𝛾⟩𝜓 + ⟨𝐴𝑎𝛼⟩𝜓 + ⟨𝐵𝑏𝛽⟩𝜓 + (− ⟨𝐶𝑐𝛾 ⟩𝜓 ). (2.9)

按照非互文隐变量 (NCHV = noncontextual hidden variable)理论的要求，每次实
验前，所有的可观测量都已经有了预先给定的，与测量上下文选择方式无关的结

果 ±1。那么通过遍历这 9个基础变量可能的 29种取值组合，我们发现无论如何
选取每个变量的值，都不可能使得公式 (2.9)中的六个单项式全部为正。换句话
说，下面的不等式：

PM
NCHV⩽ 4. (2.10)

对任何非互文隐变量理论都成立。然而按照量子力学 (Q = quantum theory)的计

算，∀𝜓 , PM
Q≡ 6.因此，公式 (2.10)是一个态无关的非互文隐变量不等式，它将

被任何量子态——即使是最大混态 ̂𝜌 = 𝕀4/4——所违背。Cabello的工作激起了
大量的实验研究进展；在接下来的 1年内，该理论就分别由 Kirchmair et al. [25]
在离子阱系统和 Amselem et al. [26]以及 Liu et al. [40]在光学系统中得到了检验。
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迄今为止，Peres–Mermin方块构造的非互文隐变量不等式仍是在不同物理系统
中展示量子理论互文性的一个最常用的工具。

现在稍微评论一下如何通过公式 (2.10)在实验上进行互文性的测试；我们会
发现尽管非互文不等式的形式简单，实验上却有诸多可能的误区。这里，笔者将

引用 Budroni et al. [41]等人非常精彩的讨论。首先，由于图 2.2中的每个可观测
量都可以写成两个单体算符的直积形式，因此它们的测量似乎可以作为两个单

独量子比特的局域测量来完成，这样总的来说，每个算符的测量会得到四个结果

而非两个简并的结果。然而，这样做的代价是我们将出现与友人 A相同的问题
——为非对易变量同时取值，因此我们将看到非互文隐变量理论所预期的结果，

而不再能够从实验上检测互文性。

其次，由于图 2.2中的每一行和每一列的可观测量都可以同时测量，因此原
则上对于每一行和每一列，总可以找到一组测量，使得该整体测量的每个结果都

能够确定每个单独可观测量的值。以最后一行为例，𝐶, 𝑐, 𝛾 的共同本征态恰好就
是四个 Bell态，因为

(𝜎𝑥 ⊗ 𝜎𝑥) |Φ+⟩ = + |Φ+⟩ , (𝜎𝑦 ⊗ 𝜎𝑦 ) |Φ+⟩ = − |Φ+⟩ , (𝜎𝑧 ⊗ 𝜎𝑧) |Φ+⟩ = + |Φ+⟩ ;
(𝜎𝑥 ⊗ 𝜎𝑥) |Φ−⟩ = − |Φ−⟩ , (𝜎𝑦 ⊗ 𝜎𝑦 ) |Φ−⟩ = + |Φ−⟩ , (𝜎𝑧 ⊗ 𝜎𝑧) |Φ−⟩ = + |Φ−⟩ ;
(𝜎𝑥 ⊗ 𝜎𝑥) |Ψ+⟩ = + |Ψ+⟩ , (𝜎𝑦 ⊗ 𝜎𝑦 ) |Ψ+⟩ = + |Ψ+⟩ , (𝜎𝑧 ⊗ 𝜎𝑧) |Ψ+⟩ = − |Ψ+⟩ ;
(𝜎𝑥 ⊗ 𝜎𝑥) |Ψ−⟩ = − |Ψ−⟩ , (𝜎𝑦 ⊗ 𝜎𝑦 ) |Ψ−⟩ = − |Ψ−⟩ , (𝜎𝑧 ⊗ 𝜎𝑧) |Ψ−⟩ = − |Ψ−⟩ .

因此，如果使用一个 Bell态测量，实现对于四个 Bell态的区分，那么刚好就可
以同时测出三个待测算符 𝐶, 𝑐, 𝛾 的值。然而不难发现，Bell态测量的结果必然反
推出乘积 ⟨𝐶𝑐𝛾 ⟩ ≡ −1，再对其它行/列做类似的讨论就会发现，根本不可能对九
个可观测量在非互文隐变量理论下给出任何自洽的取值。出现这种情况的原因

是当我们使用 Bell态测量来计算 ⟨𝐶𝑐𝛾 ⟩时，已经暗含了量子力学使用的 Clifford
代数，因此基于此假设进行的互文实验是循环论证。相反，必须对单独的每个可

观测量分别进行不导致系统被摧毁或退相干的测量，才能准确地反映出互文实

验的主旨。这将对互文实验提出相当高的技术要求。

下面再介绍两个非常著名的非互文隐变量不等式。在 Cabello工作同年的稍
早时候，Klyachko et al. [39]构造出一个非常简单的模型。设 𝐴0, ⋯ , 𝐴4是本征值
为 ±1的二值算符，且 [𝐴𝑖, 𝐴𝑖+1mod5] = 0,那么

KCBS ∶= ⟨𝐴0𝐴1⟩𝜓 + ⟨𝐴1𝐴2⟩𝜓 + ⟨𝐴2𝐴3⟩𝜓 + ⟨𝐴3𝐴4⟩𝜓 + ⟨𝐴4𝐴0⟩𝜓
NCHV⩾ −3.

该不等式被称为 KCBS不等式。然而，我们取图 2.3中的五个三维射线 |𝑣𝑘⟩ , 𝑘 ∈
{1, … , 5}和量子态 |𝜓 ⟩ ,并取 𝐴𝑘 = 2 |𝑣𝑘⟩ ⟨𝑣𝑘 | − 𝕀,则有 KCBS(|𝜓 ⟩) = 5 − 4√5 ≈ −3.94.
注意 KCBS不等式的违背是态依赖的，这与先前态无关的情况相反，需要借助
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v0

v1

v2

v3

v4

图 2.3 实现 KCBS 不等式最大违背所使用的矢量。具体的坐标：|𝜓 ⟩ = {0, 0, 1}†, |𝑣𝑘⟩ =
{sin 𝜃 cos 𝑘𝜑, sin 𝜃 sin 𝑘𝜑, cos 𝜃}†, 其中 𝜃 = arccos(1/ 4√5), 𝜑 = 2𝜋/5. 图片取自参考文献
[41]。

特定的量子态才能观测到互文性。KCBS不等式的这一性质使其可以用于检验量
子态是否与目标量子态接近 [42]。
在 2012年，中国科学技术大学的郁司夏老师和新加坡国立大学的胡祖协老

师构造出一个证明，仅使用 13个三维希尔伯特空间中的投影测量就可以对任何
量子态的测量结果排除非互文隐变量理论 [20]。这 13个矢量的设置和他们之间
的正交关系如图 2.4所示。笔者借助前面定义的响应函数的概念，在此复述作者
们十分巧妙的证明过程。在非互文隐变量理论中，一个矢量 �̂� 的响应函数值为
𝑣(�̂�) = 1，就表示对于该矢量对应的投影测量 ̂Π𝑥 结果将得到 1. 考虑以下两种情
形：

1. 如果某次实验将得到 𝑣(ℎ̂0) = 1和 𝑣(ℎ̂1) = 1,那么按照正交关系必有 𝑣( ̂𝑦±2 ) =
0, 𝑣( ̂𝑦±3 ) = 0.但是，按照三维矢量的完备性，必有 𝑣( ̂𝑧2) = 1, 𝑣( ̂𝑧3) = 1,也就
是隐变量理论要求两个正交矢量的投影算符取值同时为 1，矛盾。

2. 如果某次实验将得到 𝑣(ℎ̂1) = 1和 𝑣(ℎ̂2) = 1,那么按照正交关系必有 𝑣( ̂𝑦±1 ) =
0, 𝑣( ̂𝑦±2 ) = 0,这样 𝑣( ̂𝑧1) = 1, 𝑣( ̂𝑧2) = 1,同样出现矛盾。

再考虑到对称性，𝑣(ℎ̂0), 𝑣(ℎ̂1), 𝑣(ℎ̂2), 𝑣(ℎ̂3)四个响应函数只能有一个为 1，因此

YO ∶= ⟨|ℎ̂0⟩ ⟨ℎ̂0| + |ℎ̂1⟩ ⟨ℎ̂1| + |ℎ̂2⟩ ⟨ℎ̂2| + |ℎ̂3⟩ ⟨ℎ̂3|⟩𝜓
NCHV≤ 1.

但是，由于 |ℎ̂0⟩ ⟨ℎ̂0| + |ℎ̂1⟩ ⟨ℎ̂1| + |ℎ̂2⟩ ⟨ℎ̂2| + |ℎ̂3⟩ ⟨ℎ̂3| = 4𝕀3/3,因此对任何量子态 |𝜓 ⟩,
YO

Q= 4/3,态无关地违背非互文隐变量不等式。另外，Cabello et al. [15]证明该构
造是最简的：使用少于 13个矢量构成的投影测量，不可能构造出量子力学互文
性的态无关证明。
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2.2.4 图论与非互文不等式

上一小节的最后一个例子已经展示了如何使用投影测量对应的向量之间的

相互正交关系构造非互文隐变量不等式。这种方法具有很强的代表性，是目前互

文性理论研究中的一个重要手段。下面介绍如何通过一组给定的投影测量，计算

非互文隐变量理论和量子理论所允许的最强关联。

定义 2.1 给定一组抽象代数空间中的测量 Π̃𝑘 , 𝑘 ∈ {1, … , 𝑛}, 它们的互斥图
𝐺 = 𝐺(𝑉 , 𝐸)是一个无向图，定义为：

• 图的顶点集合 𝑉 (𝐺)与抽象测量的集合 �̃� 构成一个双射，|𝑉 (𝐺)| = 𝑛.
• 图的边连接互斥的测量所对应的顶点：(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸(𝐺), ∀ Π̃𝑖Π̃𝑗 = 0.
对于量子测量来说，此时的测量算符就可以由希尔伯特空间中的态射线对

应给出：Π̃𝑘 → Π̂𝑘 = |𝑣𝑘⟩ ⟨𝑣𝑘 | . 对于非互文隐变量理论，不能显示地写出测量算
符的形式，但是互斥的广义测量算符对应的响应函数满足一个非常简单的关系：

𝑣(Π̃𝑖, 𝜇) + 𝑣(Π̃𝑗 , 𝜇) ⩽ 1, ∀ 𝜇, (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸(𝐺).设若不然，则至少有一点 𝜇使两个测量都
响应为 1,与互斥性矛盾。
定义 2.2 无向图 𝐺 = 𝐺(𝑉 , 𝐸)的一个独立集是其一些顶点的集合，这些顶点

两两之间没有边连接。一个无向图的独立数 (independence number)定义为其最大

图 2.4 使用 13 个矢量证明态无关的互文性。左图为矢量具体的坐标（未归一化）： ̂𝑦−1 =
{0, 1, −1}†, ̂𝑦−2 = {−1, 0, 1}†, ̂𝑦−3 = {1, −1, 0}†, ̂𝑦+1 = {0, 1, 1}†, ̂𝑦+2 = {1, 0, 1}†, ̂𝑦+3 =
{1, 1, 0}†, ℎ̂0 = {1, 1, 1}†, ℎ̂1 = {−1, 1, 1}†, ℎ̂2 = {1, −1, 1}†, ℎ̂3 = {1, 1, −1}†, ̂𝑧1 =
{1, 0, 0}†, ̂𝑧2 = {0, 1, 0}†, ̂𝑧3 = {0, 0, 1}†. 右图为所使用矢量之间相互正交的关系。相
连接的两个矢量相互正交，因此他们的响应函数 𝑣 必不可同时为 1；成闭合三角形
的三个矢量构成完备基，因此他们的响应函数 𝑣 有且只有一个为 1. 图片取自参考文
献 [20]。
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独立集的势：

𝛼(𝐺) ∶= max |𝑆|, 𝑆 ⊆ 𝑉 (𝐺), ∀𝑖, 𝑗 ∈ 𝑆, (𝑖, 𝑗) ∉ 𝐸(𝐺). (2.11)

定义 2.3 (Lovász, 1979) 无向图 𝐺 = 𝐺(𝑉 , 𝐸)的正交表示 [43] 可以是满足以
下条件的任意一组射线 {|𝑣1⟩ , … , |𝑣𝑛⟩} ∶ ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸(𝐺), ⟨𝑣𝑖|𝑣𝑗⟩ = 0.一个无向图的
Lovász数 (Lovász number)定义为一个矢量在该图所有可能的正交表示中所有射
线上投影的模之和的最大值 [44]：

𝜗(𝐺) ∶= max
𝑣𝑘 ,𝜓

𝑛
∑
𝑘=1

|⟨𝑣𝑘 |𝜓 ⟩|2 . (2.12)

有了关于互斥图和图论中常数的定义，我们接下来叙述它们与非互文隐变

量理论和量子关联之间的关系。

定理 2.3 (Cabello, Severini, and Winter, 2014) 一组满足互斥图 𝐺 的广义测
量 �̃�，在非互文隐变量理论中概率之和的上确界为互斥图的独立数 𝛼(𝐺),在量子
理论中概率之和的上确界为互斥图的 Lovász数 𝜗(𝐺).特别地，由于对任意的图，
Lovász数总是不小于独立数，因此，

Pr(�̃� ) NCHV⩽ 𝛼(𝐺)
Q
⩽ 𝜗(𝐺). (2.13)

定理 2.3具有较强的普适性，经常被称为研究互文性的 CSW方法。
在本文的第 4章和第 7章,笔者将大量使用 CSW方法构造并测试非互文不

等式。此时，需要考虑到实验中实现的测量并不完全符合互斥图中所给定的关

系；可能两个原则上应当正交的投影测量，实际上确实有一定的概率给出同时为

1 的结果。如何将这种非完美性包含在公式 (2.13) 的范畴之内呢？Cabello et al.
[15]和 Cabello [45]进一步证明，对于不完美正交关系下的测量，以下的非互文
隐变量不等式成立：

∑
𝑘∈𝑉 (𝐺)

Pr(Π̃𝑘) − ∑
(𝑖,𝑗)∈𝐸(𝐺)

Pr [𝑣(Π̃𝑖) = 1, 𝑣(Π̃𝑗) = 1] NCHV⩽ 𝛼(𝐺). (2.14)

这样，加上对于第二项的测量，CSW方法就可以被广泛地用于进行量子互文的
实验研究。

使用 Mathematica或 Python等软件都可计算 CSW方法中所需的图论常数。
其中，独立数的求解是一个计算复杂度达到 NP-complete的问题，因此在图结构
复杂时，其计算将消耗大量的时间。另一方面，Lovász数的求解则可以使用凸优
化有效地进行。

下面我们通过两个具体的例子来展示其使用方法。首先，我们再次考虑图 2.4
中的互斥图 𝐺YO,计算结果表明，

𝛼(𝐺YO) = 𝜗(𝐺YO) = 5.
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这个计算结果可以理解为：𝛼(𝐺YO) = 5表示如果对互斥图 𝐺YO的顶点做染色，要

求没有任何两个相邻的顶点同时被染色，那么至多能够染色 5个顶点；𝜗(𝐺YO) = 5
表示如果找一组向量与 𝐺YO 中的顶点一一对应，且两个相邻顶点对应的向量相

互正交，那么一个向量与这一组向量之中每一个的内积平方和的上限为 5. 由于
𝛼(𝐺YO) = 𝜗(𝐺YO),直接使用 CSW方法并不能得到量子理论在 𝐺YO 中互斥结构的

互文性。然而我们可以将无向图的各个顶点加权；这相当于是不同的顶点重复

不同的次数。Xiao et al. [46]证明，当取顶点 ℎ̂𝑘 , 𝑘 ∈ {0, 1, 2, 3}的权重为 2， ̂𝑦±𝑘 和
̂𝑧𝑘 , 𝑘 ∈ {1, 2, 3}的权重为 3时，得到的新互斥图 𝐺′

YO 具有最大的量子–经典关联比
𝜗/𝛼 = 35/33,这个差距已经用来在实验上观测到态无关的互文性。

C5 C6 C7

图 2.5 长度为 5、6、7的环形图。从顶点的染色情况可看出，不可能再对任何一个顶点染
色，且没有任何两个相邻的顶点同时被染色。因此，𝛼(𝐶5) = 2, 𝛼(𝐶6) = 𝛼(𝐶7) = 3.

其次，我们考虑一个更一般的情况：顶点数为 𝑛的环型图 𝐶𝑛.在图 2.5中，给
出了对应 𝑛 = 5, 6, 7时环形图的具体形式。环形图的独立数易于求得：每间隔一
个顶点，可以取出一个顶点染色，再注意到边界条件，即知 𝛼(𝐶𝑛) = ⌊𝑛/2⌋.另一
方面，环形图的 Lovász数是一个已有的结论：

𝜗(𝐶𝑛) =
⎧
⎨
⎩

𝑛 cos(𝜋/𝑛)
1 + cos(𝜋/𝑛) , 𝑛 is odd,

𝑛/2, 𝑛 is even,
(2.15)

对于包含奇数个顶点 𝑛 = 2𝑚+3的环形图 𝐶2𝑚+3, 𝑚 ∈ ℤ+而言，总有 𝛼(𝐶𝑛) < 𝜗(𝐶𝑛)
成立。因此，根据这些环形图构造的互斥结构蕴含了一类有意义的非互文隐变量

不等式。

2.3 互文性在量子信息学中的意义

互文性一直以来都是量子信息学的研究热点问题，许多量子信息领域的实际

应用都以互文性作为基础。例如 Spekkens的团队展示了其用于不经意传输 [47]
和量子态鉴别 [48] 的功效，Gühne等人发现对于非互文不等式的违背可以用来
估计系统的最小维度 [49]，马雄峰老师团队将互文性用于随机性的扩展，从而产
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生量子力学保证的可信随机数，并分别与金奇奂老师团队和潘建伟老师团队合

作，在离子阱系统 [50] 和光学系统 [51] 中取得了实验实现。受到篇幅和本文的
主题所限，笔者只简单地介绍互文性的 5个较为具有代表性的意义：互文性与量
子力学中波函数实在性的关系、互文性与经典因果模型对量子测量描述的矛盾、

互文性与前–后选择型量子佯谬的关系、互文性与非定域性的关系、以及互文性
在量子计算中的应用。笔者已经在实验上研究了后面 4个问题；关于最后 3个问
题的讨论构成了本论文的主体。

2.3.1 与波函数实在性的关系

量子力学与各种隐变量理论的核心矛盾之一就是：波函数的本质是什么？它

到底是对应物理实在，抑或是只是人们对深层物理实质的知识的一种描述？若使

用任何异于波函数本身的隐变量，就在一定程度上表明，波函数本身并非是直接

对应物理实在，而是对于物理实在的一种描述。然而，只有物理实在与波函数不

是一一对应的时候，隐变量理论才给出比量子力学更多的信息。因此，有必要研

究这种对应关系。我们使用 Harrigan et al. [52]中的定义来讨论这一对应关系。
定义 2.4 (Harrigan and Spekkens, 2010) 假定隐变量 𝜇与物理实在一一对应，

取两个不同的波函数 𝜓(𝜇), 𝜙(𝜇).若 supp(𝜓 ) ∪ supp(𝜙)总是零测集，则称量子理论
是 𝜓 -本体的 (𝜓 -ontic),反之，若存在测度非零的一段 𝜇,使得 𝜓(𝜇)𝜙(𝜇) ≠ 0,则称量
子理论是 𝜓 -知识的 (𝜓 -epistemic).
如果量子理论是 𝜓 -知识的，那么波函数将不再如哥本哈根诠释中那样直接

对应物理实在。Leifer et al. [53] 进一步定义，如果 Born 规则中量子态投影测
量的概率可以完全由隐变量的重合度给出，那么量子理论就是完美 𝜓 -知识的
(maximally 𝜓 -epistemic). 𝜓 -本体和 𝜓 -知识的概念以及和隐变量模型的对应关系可
以由图 2.6清晰地体现。

在 Harrigan和 Spekkens的理论提出后不久，Pusey, Barrett和 Rudolph就构
造出一个具体的例子 [54] ，支持量子力学是 𝜓 -本体的，也就是说波函数应当与
物理实在一一对应。然而证明过程要用到很强的假设。随后 Leifer et al. [53]进一
步分析了他们的研究，找到了一个更令人信服的解释：

定理 2.4 (Leifer and Maroney, 2013) 完美 𝜓 -知识的理论必须是非互文的。
因此，量子力学的互文性支持波函数直接与物理实在相对应。Leifer 和

Maroney 的理论随后得到 Barrett et al. [55] 等人的进一步发展，通过量子态之
间可区分性的关系构造出一个非互文隐变量不等式，并已在光学系统中直接观

测到了实验违背 [56]。
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ψ φ

ψ φ

µ

µ

图 2.6 𝜓 -本体和 𝜓 -知识模型的概念。上图和下图分别给出了 𝜓 -本体和 𝜓 -知识模型中，量子
态 𝜓 , 𝜙与物理实在 𝜇之间的对应关系。

2.3.2 与经典因果模型的矛盾

许多情况下，一些随机变量之间存在相关性，比如黄金和石油的价格往往

出现正相关。然而，相关性并不说明金价和油价之间存在直接的因果机制。实际

上，由于国际政治和军事形势等因素，将导致投资者同时希望购入黄金和原油，

应对能源危机和取得财产的保值。因此金价和油价的关联实际上是国际政治和

军事形势这个共同原因导致的结果。

发展因果模型就是为了描述变量之间因果机制的概念模型。在 Pearl [57]的
图形式的因果模型中，用一个有向无环图来表示变量之间的因果关系。变量 𝒙用
节点来表示，变量之间的因果关系则用节点之间带有单向箭头的连线表示。我们

称单向箭头的起点和终点连接的两个节点为一对父节点 (parent node) 和子节点
(child node). 在因果模型描述下，每个变量的取值仅和其父节点的取值，以及一
个不与任何节点相关的局域的随机变量有关。因此，所有随机变量的概率分布可

以写为马尔科夫分解 (Markovian)的形式：

Pr(𝒙) = ∏
𝑘

Pr [𝑥𝑘 |parent(𝑥𝑘)] .

我们可以使用因果模型来描述互文实验。仍然考虑 Peres–Mermin方块，因为

23



第 2章 量子互文的理论基础

可以同时测量每一行或者每一列中的 3个变量，因此总的来说可以选择 6种测量
方式。我们将测量方式的选取用随机变量 Ω表示，具体可观测量记为 𝑋1, 𝑋2, 𝑋3,
相应的测量结果为 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3.另外，测量使用的物理态记为 Λ.如果我们使用一
个模型来描述实验过程，那么测量方式决定了可观测量，而可观测量和物理态决

定了测量结果。因此，整个实验可以用有向无环图表示为图 2.7的因果结构。

Λ

A1 A2 A3

X1 X2 X3

Ω

图 2.7 Peres–Mermin方块实验的因果模型。

利用因果结构的马尔科夫条件，测量结果满足的概率分布可以写成以下的

乘积形式：

Pr(𝐴1, 𝐴2, 𝐴3) = ∬Pr [𝐴1|𝑋1(Ω), Λ]Pr [𝐴2|𝑋2(Ω), Λ]Pr [𝐴3|𝑋3(Ω), Λ] 𝑑Ω 𝑑Λ.

然而，Cavalcanti [58]发现，根据 Fine [8]定理，分解为乘积形式的概率分布总可
以写成所有测量结果的联合概率分布；其中每个可观测量的值都是该联合分布

的一个边际概率。所有变量的联合概率分布总可以用一个非互文隐变量模型来

描述。进一步完善后的证明表明 [59]：
定理 2.5 (Pearl and Cavalcanti, 2021) 经典因果模型不能描述量子力学的互

文性。所有经典因果模型对于基于连续测量的互文实验都将给出符合非互文隐

变量模型的概率分布。

上面的表述只简要地陈述等价关系，而省去了关于因果模型忠实性 (faithful-
ness)的一些约束。从因果模型的角度考虑互文性的意义在于跳出了隐变量理论
的框架，从而显示了量子力学与一大类更加广泛的经典数学模型——例如贝叶

斯网络——对物理现象的描述之间的矛盾。对于这一矛盾的讨论催生了量子因

果理论这一蓬勃发展的交叉学科领域 [60]，在此由于主题所限，恕不展开探讨。
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2.3.3 与前–后选择型量子佯谬的关系

1987年，Vaidman et al. [61]在 Physical Review Letters发表一篇寥寥 2页出
头，却耸人听闻的论文：一个吝啬的皇帝 (mean king)要求一位科学家同时确定
一个自旋 1/2粒子的 𝜎𝑥 , 𝜎𝑦 , 𝜎𝑧 ,问科学家应该如何实现？这看起来是不可能的，因
为 3个 Pauli算符两两不对易。然而 Vaidman等人考虑一个前–后选择的系统。具
体来说，将待测系统和一个辅助系统纠缠，而后发送给皇帝；在皇帝将系统返回

之后再进行一次 Bell态测量，这样，科学家就确实可以获知系统在皇帝手中时，
3个 Pauli算符分别如何取值。
从 1987年起，一大批类似的问题被构造出来，它们集中讨论在量子演化过

程中量子系统的佯谬，也就是反直觉现象。我们称这一类有确定的初态和末态的

量子系统为前–后选择的系统。这其中，最具代表性的问题包括三个自旋 1/2的
系统何以两两处在自旋相反的状态，从而违反鸽笼原理 [62] ，以及在第 6章中
将要讨论的量子实体与其属性分离的现象，“量子柴郡猫”现象 [63]。
前–后选择型量子佯谬实际上是量子互文性的一个推论。针对“吝啬的皇帝”

问题，Mermin [64]最先指出该问题中科学家的手段实际上是给出了一个可观测
量在两个不同上下文中协调的结果，因此也就相当于揭示了非互文隐变量理论

给出的结果。Mermin说明该方法不能够用来给出 Peres–Mermin方块中一整行/列
算符的乘积，因为此时复数乘法已经不再足以再现 Clifford代数中的运算法则了。
Leifer et al. [65]进一步发展了该结果，说明所有前–后选择型量子佯谬都可以被
等价地归结为一个量子力学互文性的证明，从而这些佯谬实际上都是互文性的

推论。对于上面提到的吝啬皇帝问题，鸽笼佯谬和柴郡猫佯谬与互文性的联系，

郁司夏老师和胡祖协老师 [66]以及Waegell et al. [67]给出详尽的讨论。

2.3.4 与非定域性的关系

Bell [68] 非定域性可能是量子力学中的一个较互文性更广为人知的奇异性
质，它表明对于量子力学的隐变量描述必须是全局的；即使处在类空间隔下的两

个量子实体之间的关联，也不可能被两个定域的隐变量描述，而必须使用一个全

局的非定域隐变量来进行描述。使用粗浅的语言，量子非定域性可以表述为“对

一方测量结果的解释不能仅由本地的隐变量解释，而必须依赖于另一方测量方

向的选取和得到的结果”。近年来，量子力学的 Bell非定域性已经获得了决定性
的实验支持 [69-72]。
量子非定域性是量子互文性的推论。非定域性反映的矛盾总可以归结为互

文性在类空间隔下的结果。这里只考虑两体任意维系统中非定域性与互文性的

关系，对于多体情况是非常类似的。对于一个非定域系统，狭义相对论保证了一

方的测量算符对另一方完全没有影响，因此一方的测量总可以写为与另一方单
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位算符直积的全局形式：Π̂1𝛼 = Π̂𝛼 ⊗ 𝕀𝑑2, Π̂2𝛽 = 𝕀𝑑1 ⊗ Π̂𝛽 ,而且不论投影算符具体如
何选取，必有 [Π̂1𝛼 , Π̂2𝛽] = 0为对易的。这样，在一个非互文隐变量理论中，Π̂1𝛼 的
分布就应当完全不依赖于 Π̂2𝛽 的选取和测量结果，从而量子非定域性就可以被认
为是互文性在类空间隔下的特殊形式。

证明 Bell非定域性常用的手段是从实验上违反一个定域隐变量不等式，通
常称为 Bell不等式。任何 Bell不等式都可以解释为非互文等式，并且目前已知一
些方法可以将非互文不等式转换为量子理论违反的 Bell不等式 [73-74]。另一方
面，把 Bell不等式中测量的互斥结构使用单体系统实现，可能得到更强的量子关
联 [75]，甚至还可以降低实现关联所需的系统维度。在第 4章中，笔者将详细介
绍关于这方面的研究。在第 5章中，我们研究的对象则是另一种由 Greenberger,
Horne,和 Zeilinger (GHZ) [76]以及 Hardy [77]开创的，研究 Bell非定域性和互文
性的“无不等式方法”。

2.3.5 在量子计算中的应用

量子计算有多种可能的实现途径，例如基于门操作或基于测量；基于离散变

量或基于连续变量。一个有趣的现象是人们已经发现在多种量子计算的实现方

式中，互文性都扮演了重要的角色，尤其是与提升量子计算的通用性具有直接的

关联。这里简单介绍 3项具有代表性的理论结果。
1. 在连续变量量子计算中，必须使用 non-Gaussian的态或操作才能取得量子
计算的通用性，这相当于要求系统的 Wigner 准概率至少在一个非零测集
上为负 [78]。Spekkens [79]指出，这个要求与互文性是等价的。

2. 在基于测量的量子计算中，通过在一个图态 [80]上执行多次量子测量，借
助量子隐形传态来实现门操作的效果。Raussendorf [81]证明若基于测量的
量子计算能够对于 Boolean函数的计算取得高的成功率，则计算的过程必
须是互文性的，而不能被非互文隐变量模型所再现。进一步地，Bravyi et
al. [82-83] 证明借助互文性可以在线路深度有限且包含噪声的量子线路中，
对特定问题取得相比经典计算机的速度优势。

3. 使用魔术态萃取 (magic state distillation [84] ) 可以从多份含噪声的量子态
中，仅用 Clifford 操作就提取出一个最远离 Clifford 算符本征态的“魔术
态”，从而实现通用量子计算 [85]。Howard et al. [22]证明，可以通过 CSW
方法，使用向所有 Clifford算符本征态的投影算符构造一个非互文不等式；
违背该不等式的量子态才可被用于执行魔术态萃取。因此，执行基于魔术

态萃取的通用量子计算的能力，就取决于量子态所包含的互文性资源。笔

者将在第 7章中以一个 3维量子系统为例，详细介绍该方法以及基于它进
行的实验研究。
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从以上讨论可以看出，互文性不仅是量子力学基础的重要概念，且在借助量

子信息技术实现的量子计算等应用具有关键作用。因此，对于该方向的研究同时

具有深刻的基础研究和实际应用价值。到这里，对量子互文理论基础的介绍就告

一段落。接下来，我们转向实验平台，介绍如何通过光学平台的资源和技术，实

现对于互文性的研究。
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第 3章 线性光学中的量子信息

在“第二次量子革命”中，随着人们操作单个量子系统的能力得到飞越，量

子信息技术逐渐开始在各个领域取得较为广泛的应用。在这一阶段，尤其是最近

10年以来，物理系统则对于量子信息技术具体发展的方向起到了决定性的作用。
例如用于展示量子计算相比于经典计算在特定问题上优越性的两个代表性实验

——随机线路取样和 Gaussian玻色采样 [86] ——中，设计的问题都是分别为超
导量子系统和光量子系统量身定做的。因此，物理平台的性质和特点对于能够解

决的问题至关重要。

现在介绍用光学系统来进行量子信息领域研究的方法。在第 1章中已经提
到，光学系统具有高精度、高维度、多自由度等一系列优点，同时也具有缺少光

子间的有效相互作用这一显著缺点。因此，本章将着重讨论如何扬长避短，利用

光学系统的优点实现有意义的量子力学基础、量子模拟和量子计算方向的研究，

同时构造出等效的两量子比特门操作，从而避免缺少耦合的制约。笔者将从量子

系统的制备、演化和测量三方面介绍光学平台这一实验系统，同时对于使用的

技术手段辅以必要的理论描述。本章的最后一节介绍如何使用基础的光学操作，

将量子信息完全掩蔽在两个光子的关联之中，从而单个光子不再携带关于先前

编码子空间中的任何信息。

在本章中，我们将在多处用到二次量子化的语言来描述实验过程，因为这是

表述量子干涉最自然的方法；然而，当需要建立实验与理论部分的对应时，我们

将重新转回第 2章中已经介绍的一次量子化框架中。借助这种转换，笔者希望能
够提供理论与实验两种视角下对光学实验立体而清晰的认识。

3.1 量子信息在光子上的编码

3.1.1 光子对的产生和探测

在线性光学系统中，要想得到一个单独的光子或一对关联的光子，最常用的

方法就是使用非线性晶体中参量下转换的过程。该过程的示意图如图 3.1所示。
一个泵浦光 (pump)光子通过一个具有非零非线性系数 𝜒 (2)的晶体，转化为一个
信号光光子和一个闲置光光子。该过程如图 3.1所示。支配参量下转换过程发生
的哈密顿量可以表示为：

𝐻 = 𝑔(𝑎𝑝𝑎†𝑠 𝑎†𝑖 + h.c.).
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其中，𝑔 是耦合强度，𝑎𝑚 和 𝑎†𝑚, 𝑚 ∈ {𝑝, 𝑠, 𝑖} 是模式为 𝑚 的光子的湮灭和产生算
符，它们将使得对应模式光场中的光子数分别减少或增加 1个，具体来说就是：
𝑎† |𝑛⟩ = √𝑛 + 1 |𝑛 + 1⟩ , 𝑎 |𝑛⟩ = √𝑛 |𝑛 − 1⟩ ,其中，|𝑛⟩代表光子数为 𝑛的 Fock态。而
模式则由角标 𝑝, 𝑠, 𝑖给出，分别对应泵浦光、信号光和闲置光。h.c.表示取括号内
其余部分的厄米共轭。一般来说，信号光和闲置光的波长只需满足能量守恒条

件 1/𝜆𝑝 = 1/𝜆𝑠 + 1/𝜆𝑖.然而在本文中，只使用简并输出的参量下转换过程，此时
𝜆𝑠 = 𝜆𝑖 = 2𝜆𝑝 .通过参量下转换得到关联的光子对后，就可将其进一步编码，用于
量子信息实验①。

图 3.1 参量下转换过程的示意图。

对于光子的测量就是指探测到生成的光子并研究其统计性质。在量子信息

实验中，我们使用单光子雪崩探测器 (single-photon avalanche detector)或者光电
倍增管将单个光子转换成时域分布非常窄的电信号进行探测。这样，一段时间内

到达探测器的总光子数和每个光子的到达时间就可以被记录下来。在使用光子

对的实验中，我们进行符合测量，也就是使用两个探测器分别探测两个光子，并

且只考虑到达时间相同（或者相差一个光路/电路长度导致的固定的延时）的光
子之间符合的统计规律。因为只有到达时间相同的光子才来自同一次参量下转

换过程，可以使用理论预期的量子态描述；只有一个光子到达的测量结果将被丢

弃。再借助量子态层析 [87] 和量子过程层析 [88] 等手段，可以分析到达光子所
处的量子态以及光子经历之演化的相关信息。

传统上，如果只使用一个光子完成所有操作，另一个光子就在被产生后立即

被单光子计数探测，然后也使用符合计数手段给出在光路中演化的光子的统计

性质。这种技术被称为预报 (heralded)单光子。然而该方法得到的光子演化规律，
与直接使用衰减的激光进行单光子计数没有区别，其优势仅在于排除了探测器

没有光子时产生暗计数的影响。我们的单光子探测器每秒产生的暗计数在 80个
①参量下转换不属于线性光学的范畴——正如非线性晶体的名字所建议的一样。然而，线性光学实验的

整座大厦几乎都建立在参量下转换/四波混频光源之上。
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左右，因此，笔者都使用衰减的激光或者固体缺陷产生的光子进行单光子实验，

几乎不会影响实验精度。

3.1.2 偏振、路径、时间窗口和空间模式自由度

物理系统借助不同的自由度来编码量子信息。自由度指的是可以物理系统

中可以自由取值的物理量，宏观的比如位置、动量；微观的比如原子中电子的能

级和角动量。光子的自由度非常丰富，例如内禀的偏振将决定光子携带的电场方

向、轨道角动量将决定波函数相位的形貌、空间模式和时间模式将决定光子演化

的特性等等。图 3.2给出一个这些光学实验中最常用到的光子自由度的示意图。

图 3.2 光子可用于编码量子信息的一些自由度。从上到下，从左到右依次为：偏振自由度、

路径自由度、时间窗口自由度和轨道角动量自由度。图片取自参考文献 [89]。

接下来介绍各个自由度的使用方法。偏振自由度是传统上最常用的自由度，

它携带一个天然的量子比特：光子的水平 (horizontal)和竖直 (vertical)偏振可以
与 2维希尔伯特空间中的两个计算基矢一一对应：|0⟩ ↔ |𝐻⟩ , |1⟩ ↔ |𝑉 ⟩ .这里顺便
提到，对于这种量子比特系统，有一个特别形象的表示方法，就是借助 SU(2)和
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SO(3)群的同构性，把任意的量子比特态 ̂𝜌2展开成

̂𝜌2 = 1
2 (𝕀2 + 𝑥𝜎𝑥 + 𝑦𝜎𝑦 + 𝑧𝜎𝑧) .

从而用坐标 (𝑥, 𝑦 , 𝑧)表示成一个单位球上或球内的点。这种表示传统上称为Bloch
球 [36]。纯态对应的点在球面上，其中 |𝐻 ⟩和 |𝑉 ⟩就分别对应北极和南极点，而
混态对应的点在球内。在量子信息领域，经常用这种方法来表述量子比特态。

偏振自由度受到关注的另一个原因是两光子的偏振纠缠可以从参量下转换

过程中制备。例如可以连续泵浦两个输出光子集中在一个点上的 beam-like II型
非线性晶体 [90] ，在中间翻转第一次泵浦产生光子的偏振，而后再加入补偿使
两次泵浦产生的波函数不可分辨，就可以生成一个明亮的纠缠源 [91] 。该技术
的示意图如图 3.3所示，它输出的双光子态形式是：

|𝜓 ⟩ = 1
√2(|𝐻𝑉 ⟩ − 𝑒𝑖𝜙 |𝑉𝐻⟩).

另外，可以通过偏振依赖的双光子干涉使得一片非线性晶体产生的两个光子出

现偏振纠缠，这种技术将在下一节中被详细介绍。

H
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图 3.3 偏振量子比特纠缠的制备。BBO:产生 II型参量下转换的非线性晶体，该过程产生
偏振方向垂直的一对光子；THWP:真零级半波片，用来使信号光和参考光偏振翻转
90度；LiNbO3: 铌酸锂晶体，用来补偿两次泵浦产生参量光的空间分离；YVO4: 钒
酸钇晶体，用来补偿补偿两次泵浦产生参量光的时间分离。图片取自参考文献 [91]
。

路径自由度是指用光子不同的传播方向编码量子信息。光子的每个传播方

向 𝒌 都可被用于承载一个希尔伯特空间的维度，因此原则上该方法可以编码无
限高维的量子信息。另外，容易实现路径与偏振量子比特的耦合，从而可以方便

地实现两者之间的相互转换。这个自由度主要需要解决的问题是长度抖动引起
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的不同路径之间的相位噪声，这在两个路径之间间距较大时问题尤为明显。解决

的方法包括主动锁相和被动相位稳定。主动锁相是指在路径之间加入光线拉伸

器等元件，利用 Pound–Drewer–Hall技术 [92]等方法引入反馈控制，使得不同路
径之间的相位差一直保持恒定。被动相位稳定是指使用例如图 3.4中的光束偏移
器 (beam displacer)阵列或错位式 Sagnac干涉仪等架构构建位置非常接近，且通
过的光学元件几乎全同的路径量子态，从而抑制其中出现的相位抖动。近年来涌

现的空间光调制 [93] 和超透镜阵列 [94] 等技术手段进一步增加了被动相位稳定
下路径自由度编码的空间模式量子态的可扩展性。

图 3.4 路径量子态被动相位稳定的方法。左图：使用光学分束器（双折射晶体）阵列实现

偏振和路径量子比特的耦合以及路径之间较近的分离。右图：使用错位的 Sagnac干
涉仪将顺时针和逆时针行进的光束编码到两个不同的路径状态。图片取自参考文献

[89]。

时间窗口量子态指将量子态编码到光子到达探测器的时间早晚上。使用光

学延迟线的架构，原则上也可以实现任意高维的量子态制备。该系统非常适合应

用于研究量子行走 [95] 等问题，并且具有噪声相对较小的优势，因此在量子通
信中有着很好的应用前景 [96] 。这个自由度主要需要解决的困难在于实现非计
算基矢之间叠加态的测量需要设计一些较好的方法。最后，轨道角动量量子态是

使用光子的轨道角动量——直观的说也就是波函数（波前）的形貌（相位）——

来编码量子信息 [97] 。这也构成一个无限维的希尔伯特空间，并且方便实现与
偏振量子比特的耦合 [98] 。这个自由度主要需要解决的困难是如何对于轨道角
动量大的光子进行精确和高效率的操作和探测，并解决其在光学系统中演化时

相对于轨道角动量小的光子损耗更大的问题。

3.2 光子的演化和操作

我们发现光子的不同自由度具有迥然不同的特点，例如有些精度高，有些扩

展性好，有些方便测量。当前线性光学实验研究的一个趋势就是使用多个自由

度，从而结合它们的优点，同时扩大系统的量子比特数。其中，由于偏振量子比
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特的操作和测量可以方便地使用波片定量，而且与其他所有自由度之间都可以

相互转换，因此经常被作为一个媒介使用，构造 “偏振 + everything”形式的多自
由度混合系统。

3.2.1 偏振量子比特的操作

一般使用波片来实现单个偏振量子比特的任意幺正操作。波片是一种双折

射晶体，它对于偏振在其光轴方向的光子引入一定的相位延迟。在光学实验中，

标准化使用的波片是半波片和四分之一波片，它们对于波长 𝜆 等于自身工作波
长的光子引入的相位延迟幅度分别为 𝜆/2和 𝜆/4.当光轴朝向与水平方向夹角为
𝜃 时，他们将在光子的偏振态 𝛼 |𝐻⟩ + 𝛽 |𝑉 ⟩上引入如下的演化：

𝑈HWP(𝜃) = (cos(2𝜃) sin(2𝜃)
sin(2𝜃) − cos(2𝜃)

) , 𝑈QWP(𝜃) = ( cos2 𝜃 + 𝑖 sin2 𝜃 (1 − 𝑖) sin 𝜃 cos 𝜃
(1 − 𝑖) sin 𝜃 cos 𝜃 sin2 𝜃 + 𝑖 cos2 𝜃

) .

Englert et al. [99]证明，偏振自由度上任意的演化 𝑈arb 都可被分解为两个四分之

一波片中间夹一个半波片的形式，通过改变波片的角度来实现（至多差一个整体

相位）：

𝑈arb = exp(𝑖𝜙) 𝑈QWP(𝜃3) 𝑈HWP(𝜃2) 𝑈QWP(𝜃1). (3.1)

因为光子之间没有相互作用，所以两个光子不可能以 100%的效率完成受控
双光子门操作。然而，有办法概率性地实现双光子的纠缠。现在介绍一个非常实

用的双光子偏振纠缠门：熔接门 (fusion gate). 它的作用是借助符合探测，实现双
光子偏振态向 |Φ±⟩的投影 [100-101]。
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图 3.5 光子熔接门。左图为光子熔接门的工作原理分析。右图为使用光子熔接门制备四光

子偏振纠缠的 GHZ态。右图取自参考文献 [91]。

如图 3.5所示，在光子熔接门中，使用一个偏振分束棱镜 (PBS = polarisation
beam splitter)来实现双光子干涉。偏振分束棱镜有两个输入口和两个输出口，它将
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按照光子的偏振状态改变其行进的方向：水平偏振的光子将沿原方向行进，而竖

直偏振的光子则将被反射 90度至另一个输出口。我们将向上方观察者Alice和右
方观察者 Bob行进光子的产生算符分别记为 𝑎†𝜅 和 𝑏†𝜅 ,其中下标的槽位 𝜅 ∈ {𝐻 , 𝑉 }
表示光子的偏振状态。那么在偏振分束棱镜上发生以下的演化，可以被归结为光

子产生算符之间的相互转化：

{ 𝑎†𝐻 → 𝑎†𝐻 , 𝑎†𝑉 → 𝑖𝑏†𝑉 ,
𝑏†𝐻 → 𝑎†𝐻 , 𝑏†𝑉 → 𝑖𝑎†𝑉 .

(3.2)

其中，反射光子对应的产生算符得到一个虚数单位对应的额外相位 𝜋/2,这是菲
涅尔 (Fresnel)定律作用的结果。在光子熔接门之后，搭配使用符合探测，选出
Alice和 Bob各接收到一个光子的情况。我们考虑两个光子分别从两个入口进入
到熔接门时，产生算符的四种可能组合分别的演化情况：

𝑎†𝐻 𝑏†𝐻 → 𝑎†𝐻 𝑏†𝐻 , 𝑎†𝐻 𝑏†𝑉 → 𝑖𝑎†𝐻 𝑎†𝑉 , 𝑎†𝑉 𝑏†𝐻 → 𝑖𝑏†𝐻 𝑏†𝑉 , 𝑎†𝑉 𝑏†𝑉 → −𝑎†𝑉 𝑏†𝑉 . (3.3)

这表明，只有输入光子所处的偏振状态同为 |𝐻 ⟩或 |𝑉 ⟩时，输出光子才产生 Alice
和 Bob的符合探测。考虑到两个竖直偏振光子得到的额外 𝜋 相位，熔接门造成
的两光子演化就可以写为：

Πfusion = |𝐻𝐻⟩ ⟨𝐻𝐻 | − |𝑉 𝑉 ⟩ ⟨𝑉 𝑉 | . (3.4)

因此，熔接门实现了两个光子向纠缠基下的投影。注意：两个输入的光子不仅需

要波长相同，而且到达偏振分束棱镜的时间也必须完全相同，从而保证输出端来

自两个光子的波函数不可分辨，提高量子干涉的可见度。接下来用图 3.5中的两
个例子来说明熔接门的应用：

1. 光子对的纠缠生成。 —考虑简并参量下转换产生两个光子。将其中一个
制备到偏振的最大叠加态 |𝐷⟩ = 1

√2
(|𝐻⟩ + |𝑉 ⟩), 另一个处于任意的偏振态

|𝜓2⟩ = 𝛽 |𝐻⟩ + exp(𝑖𝜃) 𝛾 |𝑉 ⟩ , |𝛽2| + |𝛾 2| = 1.经过熔接门的作用，双光子态将
演化为：

|𝐷⟩ |𝜓2⟩
fusion⟶ |𝜓12⟩ = Πfusion |𝐷⟩ |𝜓2⟩ = 𝛽 |𝐻𝐻⟩ − exp(𝑖𝜃) 𝛾 |𝑉 𝑉 ⟩ . (3.5)

得到一个纠缠态；特别是 |𝛽| = |𝛾 |时，|𝜓12⟩是一个最大纠缠态。注意这里
已经重新归一化了态，用来补偿熔接门 50%效率所造成的影响。

2. 多光子纠缠态的制备。—考虑两对独立的纠缠光子对（例如，两套图 3.3
中纠缠光子源产生的两对光子）之间的相互作用。初始时，两个光子对都

处在 Bell态 |Φ+⟩ = 1
√2(|𝐻𝐻⟩ + |𝑉 𝑉 ⟩)上。熔接门作用在 2号和 3号光子，因
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此系统整体的演化乃是 Π1234 = 𝕀2 ⊗ Πfusion ⊗ 𝕀2.因此，在熔接门之后，四
光子态将演化为：

|Φ+⟩⊗2 fusion⟶ Π1234 |Φ+⟩⊗2 = 1
√2

(|𝐻𝐻𝐻𝐻⟩ − |𝑉 𝑉𝑉𝑉 ⟩).

这种两个截然相反量子态的线性组合构成的多体纠缠态常被称为 GHZ态，
以纪念 Greenberger, Horne和 Zeilinger在多体量子纠缠领域开创性的研究。

上面的多光子纠缠态技术看起来似乎可以无限扩展，然而实际上由于参量下转

换过程的发生是概率性的，因此两个非线性晶体同时发生参量下转换的概率更

小，导致多光子实验中光子计数率往往极低。因此，发展双光子多自由度的技术

就显得更为突出。下面转向介绍实现光子偏振与其他自由度耦合的技术。

3.2.2 偏振与其他自由度的耦合

（1） 空间自由度
光束偏移器架构是目前编码光的路径量子态和将其与偏振量子比特耦合的

主流技术手段。光束偏移器的原理如图 3.6所示，它是一块切割的方解石晶体，
其光轴方向与切割面夹 42.7∘ 角，导致偏振方向平行于光轴在晶体内分量的光子
偏离其行进方向，向光轴方向偏折 0.100 rad;偏振方向垂直于光轴的光子则不受
影响。因此，使用多块长度相同的光束偏移器，在中间辅以偏振控制，可以实现

光子波函数在多个路径态 |𝑘⟩中的按需分布。举一个例子，假设将光束偏移器的
光轴放置在竖直方向，那么光子经过光束偏移器后就将出现下述的演化：

|𝐻 ⟩pol |𝑘⟩path → |𝐻⟩pol |𝑘⟩path , |𝑉 ⟩pol |𝑘⟩path → |𝑉 ⟩pol |𝑘 + 1⟩path .
这里，态射线的下标用来区分偏振态和路径态。另外，还可以通过计算基矢与物

理态之间的对应关系，如 |2𝑘⟩ ↔ |𝐻⟩pol |𝑘⟩path , |2𝑘 + 1⟩ ↔ |𝑉 ⟩pol |𝑘⟩path ,使用偏振
自由度和路径自由度共同编码一个高维量子态。图 3.6展示该编码方式的一个案
例。最后，由于光子的路径实际上可以取垂直于光子传播方向二维平面上的任意

点，因此路径自由度的编码可以非常灵活。

（2） 时间自由度
若将光束偏移器替换为光轴垂直于传播方向的双折射晶体，那么光子通过

时就会出现垂直和平行光轴方向的偏振分量之间波函数在时间上的分离，因此

可以方便地将实现偏振控制的时间自由度波函数操作。这里的操作和空间模式

非常接近，因此就不再赘述。然而，时间和空间自由度主流的探测手段较为不

同。这将在下一节中被清晰的展现。

（3） 轨道角动量
随着光场调控技术的发展，已经可以实现对于单个光子波前方便的调控，使

得光子在轨道角动量模式上携带量子信息。操作轨道角动量模式可以使用多种
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图 3.6 使用光束偏移器编码空间模式量子态。左图：光束偏移器的原理。右图：使用光束偏

移器编码一个偏振–路径复合三维量子态并实现按需演化。右图取自参考文献 [102]
。

光学元件。涡旋相位片是最早被使用的元件，一个 ℓ-阶涡旋相位片携带一个极
坐标分布为 exp(𝑖ℓ𝜃)的相位，使得轨道角动量模式不依赖偏振地增加或减少 ℓ.一
个 ℓ-阶的 𝑞-片则可以产生偏振与轨道角动量耦合的演化。对于输入偏振态分别
为 |𝐿⟩pol = (|𝐻⟩ + 𝑖 |𝑉 ⟩)/√2和 |𝑅⟩pol = (|𝐻⟩ − 𝑖 |𝑉 ⟩)/√2的光子，𝑞-片产生的演化为

|𝐿⟩pol |𝑙⟩OAM → |𝑅⟩pol |𝑙 + 2ℓ⟩OAM , |𝑅⟩pol |𝑙⟩OAM → |𝐿⟩pol |𝑙 − 2ℓ⟩OAM .

最后，使用空间光调制器 (spatial light modulator)可以直接向一个偏振为 |𝐻 ⟩的
光子加载一个任意的相位 𝜙(𝑟 , 𝜃),并且有办法使得该相位演化成任意的轨道角动
量波函数 [103]。

3.2.3 虚时演化和非厄米哈密顿量

在第 2章最初，已经介绍了虚时演化的概念。传统上，线性光学实验只考虑
幺正演化，甚少显式地运用虚时演化。有时候这被归结为量子力学不可克隆定理

[104] 的要求：线性光学中，量子态的概率幅不可能增加，否则就需要克隆未知
状态的光子。然而这并不限制对于谱完全为非负实数的哈密顿量执行虚时演化。

中国科学技术大学量子信息重点实验室的李传锋、许金时研究组对虚时演化有

深入的实验研究，并尤其擅长将其用于光量子模拟领域 [105-107]。接下来的讨
论力图说明虚时演化在光学实验中的广泛应用和巨大潜力。

考虑已经对角化的哈密顿量 𝐻 = ∑𝑘 𝜆𝑘 |𝑘⟩ ⟨𝑘| , 𝝀 ⩾ 0.使用公式 (2.2)计算得
到系统的演化为：

𝑈 ( ̸𝑡) = ∑
𝑘

exp(−𝜆𝑘 ̸𝑡 ) |𝑘⟩ ⟨𝑘| . (3.6)

这相当于按照本征值的大小分别衰减各个本征态的概率幅。我们对于不同的 ̸𝑡 大
小，分 3种情况来讨论该衰减操作的应用。
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（1） ̸𝑡 → +∞ ∶求解哈密顿量的基态
在此情况下，所有对应于哈密顿量非 0本征值的本征态均被抛弃：

lim̸𝑡→+∞
𝑈 ( ̸𝑡) = ∑

𝑘
𝛿0𝜆𝑘 |𝑘⟩ ⟨𝑘| .

此时，𝑈 ( ̸𝑡)作用在波函数上的效果是将其向哈密顿量的基态子空间中投影。这个
结论不依赖哈密顿量是否一开始就是对角化的。对于不逐项对易的哈密顿量而

言，量子系统的基态求解是一个非平凡的问题。借助大相互作用时间下的虚时

演化，不经过具体对角化的过程就实现向哈密顿量基态子空间的投影，因此可

以用连续的虚时演化实现算法冷却 [105]，模拟退火等量子算法。若感兴趣的物
理量不依赖演化过程的绝热性，甚至可以使用少数几个虚时演化求解该物理量，

例如 Berry相位 [106-107] .
（2） ̸𝑡 = 𝑂(1) ∶特殊功效的门操作
在此情况下，哈密顿量每个本征态经历的衰减是可以控制具体幅度的，它

们为实现特殊功效的门操作提供了强有力的工具。这里举一个著名的例子。考

虑 𝐻 = |𝐻⟩ ⟨𝐻 | , ̸𝑡 = ln(3)/2.该演化的作用结果是 |𝐻 ⟩ → |𝐻⟩ /√3, |𝑉 ⟩ → |𝑉 ⟩ ,相当
于以 2/3的比例丢弃水平偏振的光子，而总是保留竖直偏振的光子。在实验上，
这描述了一个光学分束器，其对于水平和竖直偏振光子的透过率分别为 𝑇𝐻 =
1/3, 𝑇𝑉 = 1.接下来，我们展示 Langford et al. [108] , Kiesel et al. [109]和 Okamoto
et al. [110]等人开发的一个技巧：用这种分束器构造两光子的受控相位门 (CZ =
controlled-Z gate),它是一个两光子纠缠门（注意 CZ = (𝕀2 ⊗𝐻) ⋅ CNOT ⋅ (𝕀2 ⊗𝐻)），
其演化矩阵为：

CZ = Π̂+𝑧 ⊗ 𝕀2 + Π̂−𝑧 ⊗ 𝜎𝑧 = Diag(1, 1, 1, −1). (3.7)

实现受控相位门的实验装置如图 3.7所示。和前面分析熔接门相似，我们直
接计算所有可能的输入态对应的光子生成算符的演化结果：
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2
3𝛼

†
𝑉 + √

1
3𝛽

†
𝑉 )

PDBSa/b⟶ 1
3𝛼

†
𝐻𝛽†𝑉 {+𝑖√

2
3𝛼

†
𝐻𝛼†𝑉 , }

𝛼†𝑉 𝛽†𝐻
PDBSo⟶ (𝑖√

2
3𝛽

†
𝑉 + √

1
3𝛼

†
𝑉 ) 𝛽†𝐻

PDBSa/b⟶ 1
3𝛼

†
𝑉 𝛽†𝐻 {+𝑖√

2
3𝛽

†
𝑉 𝛽†𝐻 , }

𝛼†𝑉 𝛽†𝑉
PDBSo⟶ (𝑖√

2
3𝛽

†
𝑉 + √

1
3𝛼

†
𝑉 ) (𝑖√

2
3𝛼

†
𝑉 + √

1
3𝛽

†
𝑉 )

PDBSa/b⟶ −13𝛼
†
𝑉 𝛽†𝑉 .

(3.8)
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图 3.7 使用虚时演化构造受控相位门。PDBS是实现虚时演化的偏振半分束棱镜，𝑇𝐻 , 𝑇𝑉 分
别对应水平和竖直偏振光子在偏振半分束棱镜上的透过率。图片取自参考文献 [109]
。

上面已经使用大花括号和红色字体标出了符合探测时被丢弃的项。可以与 CZ门

的定义直接对比看出，该光路以 1/9的成功率实现了任意偏振态之间的受控相位
门。原则上，只要有一个两比特受控门，加上单比特任意操作就可以实现通用量

子计算。因此该装置体现了虚时演化在推动量子计算发展方面的潜力。

（3） ̸𝑡 → 0+ ∶求解量子态的弱值
在此情况下，演化算符中的指数函数可以使用Maclaurin级数展开，从而整

个演化变成一个单位算符加上一项微扰：

lim̸𝑡→0+
𝑈 ( ̸𝑡) = 𝕀 −∑

𝑘
𝜆𝑘Π̂𝑘 ̸𝑡 = 𝕀 − 𝐻 ̸𝑡 .

此时，𝑈 ( ̸𝑡) 的作用导致量子态向哈密顿量减小的方向出现一个微小的演化。因
此，小相互作用时间下的虚时演化可以用来作为幺正演化的替代工具，重构一个

量子系统演化的梯度。

接下来计算按照 Born规则，将演化后的量子态向另一个目标态 |𝜙⟩上投影
时的概率。它是：

Pr [𝜙|𝜓 ( ̸𝑡)] = |⟨𝜙|𝑈 ( ̸𝑡)|𝜓 ⟩|2 = |⟨𝜙|𝕀 − 𝐻 ̸𝑡 |𝜓 ⟩|2 = Pr [𝜙|𝜓 ( ̸𝑡 = 0)] − 2 ̸𝑡Re ⟨𝜓 |𝜙⟩ ⟨𝜙|𝐻 |𝜓 ⟩ ,
𝑑
𝑑 ̸𝑡

Pr [𝜙|𝜓 ( ̸𝑡)]
Pr [𝜙|𝜓 (0)] = 2Re ⟨𝐻⟩𝑤 ∶= 2Re

⟨𝜙|𝐻 |𝜓 ⟩
⟨𝜙|𝜓 ⟩ . (3.9)

在公式 (3.9) 中，使用了 Aharonov et al. [111] 定义的弱值 (weak value) ⟨𝐻⟩𝑤 ∶=
⟨𝜙|𝐻 |𝜓 ⟩
⟨𝜙|𝜓 ⟩ .这个量表示量子态在从 𝜓 演化到 𝜙时，受到哈密顿量对应操作的扰动强
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度。它将是观测前后选择型量子佯谬的核心数学工具。上面的计算表明，虚时演

化下投影测量概率对演化时间的导数，正比于哈密顿量弱值的实部。笔者在此指

出，Dressel et al. [112]已经发现，幺正演化下投影测量概率对演化时间的导数，
正比于哈密顿量弱值的虚部，然而之前人们并不知道如何利用微扰法测量弱值

的实部。因此，笔者和许小冶老师对于该结论的推导完善了 Dressel等人的工作，
使得微扰法能够完整地用于测量哈密顿量的弱值。在第 6章中，我们使用这里介
绍的微扰法实现了“量子柴郡猫”佯谬的实验观测。

除此之外，尽管光学系统不能增大概率幅，但是由于符合计数最后以一个

正交完备基上的计数率对概率进行归一化，因此并不影响虚时演化对于未被衰

减的本征态进行“相对”放大的功效，从而该方法能够用于等价地研究近年来

非常受到关注的非厄米哈密顿量描述的系统，例如 𝒫 𝒯 -对称演化中的物理学
[113-115]。

3.3 光量子态测量

现在介绍如何将光子中包含的量子信息重新提取为经典信息。如上一节所

述，由于偏振量子比特可以方便地实现与所有其他量子比特的耦合，因此往往被

作为一个实现其他自由度上量子信息测量的媒介。因此，我们从光子偏振模式的

测量开始进行介绍。

3.3.1 偏振模式测量

偏振量子比特本身的测量几乎就是演化的逆过程。因为偏振分束棱镜可以

区分出水平和竖直偏振的光子，所以 |𝐻 ⟩ , |𝑉 ⟩是最后演化的目标。对于一个光子，
如果希望向 |𝜓 ⟩pol = �̃� |𝐻⟩进行投影测量，我们就在偏振分束棱镜前面加上一个
波片组，实现 �̃�−1,这样最后光子将转化到 |𝐻 ⟩并从偏振分束棱镜透射。在后面
我们使用光纤收集和单光子探测就可以实现光子计数，再使用计数率的归一化

或量子态层析等手段即可求得测量概率或者重构先前的光子波函数。另外，由于

测量时将光子演化到 |𝐻 ⟩和 exp(𝑖𝜙) |𝐻⟩没有区别，因此对偏振的测量相比任意幺
正演化可以进一步简化，只需使用一个四分之一波片和一个半波片即完成任务：

�̃�−1
arb = exp(𝑖𝜙) 𝑈HWP(𝜃2) 𝑈QWP(𝜃1).

在表 3.1中，列出将几个常见测量基投影到 |𝐻 ⟩时所使用的波片光轴相对于水平
方向的角度。
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表 3.1 测量常见偏振态时使用的波片角度设置。上面 6个态由上而下，分别是 𝜎𝑧 , 𝜎𝑥 , 𝜎𝑦 本
征值为 ±1的本征态。下面两个态是 Bloch球赤道和子午线上的态，其中 𝜗 , 𝜑表示球
上极角和方位角。

待测态 |𝜓 ⟩ 四分之一波片角度 𝜃1/∘ 半波片角度 𝜃2/∘

|𝐻 ⟩ 0 0

|𝑉 ⟩ 0 45

|𝐷⟩ = (|𝐻⟩ + |𝑉 ⟩)/√2 45 22.5

|𝐴⟩ = (|𝐻⟩ − |𝑉 ⟩)/√2 45 –22.5

|𝐿⟩ = (|𝐻⟩ + 𝑖 |𝑉 ⟩)/√2 0 –22.5

|𝑅⟩ = (|𝐻⟩ − 𝑖 |𝑉 ⟩)/√2 0 22.5

|𝜗 ⟩ = [cos(𝜗/2) |𝐻⟩ + sin(𝜗/2) |𝑉 ⟩] 𝜗/2 𝜗/4
|𝜑⟩ = [|𝐻⟩ + exp(𝑖𝜑) |𝑉 ⟩] 22.5 − 𝜑/4 45

3.3.2 空间模式测量

对于编码在光子空间模式上的量子态，如果只需要分辨各个空间模式的强

度，可以通过移动单模光纤耦合的方式，分别收集各个模式的光子；也可以使用

增强型电荷耦合器件 (intensified charge-coupled device)相机，直接探测各个空间
模式上对应的光子数；此时使用光子对中的另一个光子进行预报，就可以在很

大程度上减少噪声。李传锋、许金时研究组已经使用该技术实现了 Bohmian轨
迹导引 [116] 、双缝实验中测量–扰动关系的研究 [117] 以及无后选择的奇异弱
值观测 [118]等多项成果，并进一步发展该技术实现各个空间模式之间相位的分
辨，从而进行基于光子动量测量的波前传感 [119-120]。

如果需要实现各个空间模式之叠加态的测量，往往就需要使用光束偏移器

将拉开的空间模式重新收集，并逐步转化为偏振测量。这里只讨论一个非常具有

代表性的场景：一个路径量子比特 +偏振量子比特的测量，它的示意图和实现方
法如图 3.8所示。对于高维路径态的测量原则上只需逐步转换即可。初始时刻，量
子信息编码在偏振比特 | ⋅ ⟩pol和路径自由度的一个 2维子空间 {|𝑘 − 1⟩path , |𝑘⟩path}
中。具体的测量流程如下：

1. 先把偏振量子比特测量掉，然后使用光束偏移器把 |𝑘 − 1⟩path 中测量后应

当保留的部分转移到 |𝑘⟩path 态上，需要丢弃的部分仍然在 |𝑘 − 1⟩path 态上；

|𝑘⟩path 中测量后应当保留的部分仍然在 |𝑘⟩path 态上，需要丢弃的部分转移

到 |𝑘 + 1⟩path态上。

2. 因此，|𝑘 − 1⟩path路径上的偏振测量应当将待测的基矢转到 |𝑉 ⟩pol ,这可以通
过在表 3.1中将每个半波片的角度增加 45∘来实现，而 |𝑘⟩path路径上的偏振
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测量应当将待测的基矢转到 |𝐻 ⟩pol ,直接使用表 3.1中给出的操作即可。
3. 当完成了偏振的测量后，先前的路径态 |𝑘⟩path已经转化为了偏振态 |𝐻 ⟩pol ;
而 |𝑘 − 1⟩path 转化为偏振态 |𝑉 ⟩pol ,最多相差一个相位。因此，再次进行偏
振测量即得到先前路径比特的信息。

3.3.3 时间模式分辨

由于在上一节中已经讨论过的时间和空间模式的对应关系，原则上所有的

时间模式的叠加态测量也都可以转化为偏振模式的测量，除了使用的元件是延

迟型的双折射晶体之外，方法与空间模式是非常相似的。当我们感兴趣的是测量

时间模式在计算基矢上的分布时，Hong, Ou和 Mandel [121] 开发了一个非常具
有代表性的技术，现在常称为 Hong–Ou–Mandel干涉。它的方法是将两个全同的
光子在一个偏振不依赖的 50:50光学分束器上干涉，当两个光子时间上重合时，
它们会总是跑到同一边，因此符合计数会有一个明显的下降。这种方法能够将

ps = 10−12 s量级上的光子时间差异转化为 100 µm量级上的光程差异，因此极大
地方便了时间模式探测。

现在仍然使用二次量子化的数学语言来分析 Hong–Ou–Mandel 干涉。在不
依赖偏振的情况下，两个全同光子到达分束器时间完全相同时，产生算符之间的

转换关系为：

{ 𝑎† → (𝑎† + 𝑖𝑏†)/√2,
𝑏† → (𝑖𝑎† + 𝑏†)/√2.

(3.10)

SPAD

HWPQWPBD PBS

|〉pol. 

path 

图 3.8 路径–偏振量子比特的联合测量。上图为测量线路示意图。先完成偏振自由度的测
量，而后路径自由度的信息用 CNOT 操作转移到已经重新初始化的偏振自由度上，

最后再测量一次偏振自由度。下图为实验装置图。BD:光束偏移器，PBS:偏振分束
棱镜，QWP:四分之一波片，HWP:半波片，SPAD:单光子雪崩二极管。
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在分束器之后，仍然选出 Alice和 Bob各接收到一个光子的情况。产生算符的演
化是：

𝑎†𝑏† → 1
2(𝑎

† + 𝑖𝑏†)(𝑖𝑎† + 𝑏†) = 𝑖
2(𝑎

†𝑎† + 𝑏†𝑏†).
这就解释了两个光子总是跑到一边的行为由于菲涅尔定律给出的反射时的附加

相位，跑到另一边光子对应的波函数干涉相消了。通常，我们在实验中使用波长

大约为 𝜆 = 800 nm的光子，并使用干涉滤光片使得光子的光谱宽度为 Δ𝜆 = 3 nm,
因此光子在传播方向上的展宽大约为 𝜆2/Δ𝜆 ≈ 200 µm. 当光子的两个时间窗口之
间相差超过该值时，就可以使用 Hong–Ou–Mandel干涉实现时间模式的区分。

3.3.4 轨道角动量模式探测

如前所述，轨道角动量原则上也可以通过转化为偏振模式进行探测。然而，

另有一个技术可以大大简化该自由度上量子态的探测。利用了单模光纤只能接

收轨道角动量为 |0⟩OAM 光子的特点，可以通过使用空间光调制器，一次就将任

意的目标量子比特投影到 |0⟩OAM .执行投影操作时，使用与制备操作相位之和为
2𝜋 的相位图，来实现向该制备操作对应的量子态的投影测量 [122]。通过进行相
差校正、补偿高阶轨道角动量收集效率等操作，可以进一步提高测量的精度。

到这里，笔者已经展示了线性光学实验的基本组成单元。在附录 A中，笔者
将给出用线性光学系统进行实验的一个案例，并在其中描述具有代表性的实验

细节。而在正文的其他章节中，则将更加侧重实验与理论的结合。实际上，线性

光学实验变化多端，每个工作要实现的目的都迥然不同，因此具体过程也会千变

万化，不可能以偏概全地完全套用本章的方法。然而，本章内容中展示的“兵器

库”可以在广泛的场合中取得应用，因此对线性光学实验基础的充分理解非常有

利于把新的理论结果准确地转化成实验研究方案。从下一章开始，我转向具体地

介绍如何使用线性光学实验来研究第 2章中介绍的量子力学中的互文性，希望
在四个实验中更加充分地展示线性光学用于量子力学基础研究的灵活性和威力。
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第 4章 互文性与非定域性关系的研究

下面从两项意在研究互文性和非定域性之间关联的工作开始，正式介绍线

性光学平台上的量子互文研究。前面第 2章已经介绍过，可以认为非定域性是互
文性在类空间隔下的表现形式。然而类空间隔导致量子测量只能取算符直积的

形式，因此在一定程度上限制了量子关联可取的形式和强度。

与此密切相关，研究互文性和非定域性之关系问题的一个动机① 在于：利

用人类现有的知识，要判断一个特定的行为——也就是量子系统的测量概率

分布——是否被 Bell 非定域性所允许，这一问题是不可求解的——即使使用
Navascués et al. [123]提出的，目前已知的最好方法，仍然有一部分实际上不是量
子性的行为不能被区分出来 [124] 。相反，从定理 2.3可知，判断一个特定的行
为是否被量子互文性所允许是可以有效求解的——使用半正定规划等手段，求

解给定图的 Lovász数是一个多项式时间内可以完成的问题。因此，非定域性关
联的集合不可求解的本质就在于类空间隔对于测量算符施加的限制。要展示这

种区别，一个自然而然的方法就是从互斥图入手，寻找一些对应同一个互斥图的

Bell非定域性和互文性的实验场景，并且刻画在这些场景下两种行为的差别。
本章介绍的两项工作都是描述非定域性和互文性行为的差别。这种差别体

现出来的方式不外乎以下两种：

1. 对应于同一个互斥图所给出的非互文隐变量不等式，Bell非定域性行为所
能给出的最大违背小于互文性行为所允许的最大违背。我们称其为“超越

非定域性的互文性”。

2. 对应于同一个互斥图所给出的非互文隐变量不等式，Bell非定域性行为达
到最大违背时所需的系统维度高于互文性行为所需的系统维度。我们称其

为“互文浓缩”。

在第 4.3节和第 4.4节中，我们分别用理论结合实验的方法研究这两种差别的例
子。我们的这两项工作展示了图论、线性代数和线性光学干涉仪等多种技术手段

如何在量子力学基础的研究中得到紧密的结合，从而为进一步加深对量子力学

中非经典行为的理解提供新的见解。

4.1 非定域性、互文性与互斥图

在理论部分，笔者通过一个改编的“薛定谔的猫”的故事引入了互文性的概

念，在那里友人 A看到的猫的颜色变化规律取决于观察进行的方式。然而在另
①这个非常富有见解的想法完全来自 Adán Cabello,我在这里只是简单地复述。
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外的许多情况下，并不存在这种“非黑即白”的变化规律，而需要通过不等式的

方法将非互文隐变量模型的预言转化成统计规律来反映出来。这个转化的方式

由著名的 Fine [8]定理给出：非互文隐变量理论（在类空间隔下表现为定域隐变
量 (LHV = local hidden variable)理论）允许实验中的所有变量包含一个预先给定
的概率分布，即使这些变量是不对易的！因此，如果构造一些变量之间的概率组

合，那么在非互文隐变量和定域隐变量理论中，就可以通过寻找变量之间的线

性组合，再搜索各个变量的取值导致该线性组合极值的方法构造出一个不等式

——对于非互文隐变量模型而言，这就等价于前面介绍过的非互文隐变量不等

式；对于定域隐变量模型而言，这种组合就给出了一个 Bell不等式。
让我们首先介绍一个可能是最著名的定域隐变量不等式：Clauser–Horne–

Shimony–Holt (CHSH)不等式 [125]。它被表示为下面期望值组合的形式：

CHSH ∶= ⟨𝑎0𝑏0⟩𝜓 + ⟨𝑎0𝑏1⟩𝜓 + ⟨𝑎1𝑏0⟩𝜓 − ⟨𝑎1𝑏1⟩𝜓
LHV⩽ 2.

其中，𝑎𝜅 , 𝑏𝜅 = ±1是两个处在类空间隔下的观察者可以测量的物理量，在 CHSH
的设置中，𝜅 ∈ {0, 1}可以取两个值。因此，我们说 CHSH不等式是一个两观察
者、两测量设置、两输出结果的 Bell不等式，因此在量子信息学的研究中，它又
常被记为 (2,2,2)-Bell不等式。它在定域隐变量理论中的上限 2,可以由遍历 𝑎𝜅 , 𝑏𝜅
的 16种可能的组合得到。
在量子力学中，CHSH不等式可以被违背。我们取 |𝜓 ⟩ = |Φ+⟩ ,四个测量算符

分别为 Pauli算符和它们的线性组合：

𝑎0 = 𝜎𝑧 , 𝑎1 = 𝜎𝑥 , 𝑏0 = (𝜎𝑧 + 𝜎𝑥)/√2, 𝑏1 = (𝜎𝑥 − 𝜎𝑧)/√2. (4.1)

此时将得到 CHSH = 2√2,违反了定域隐变量理论的预言。我们定义量子–经典比
为量子力学允许的最大值和不等式右边的比值，那么 CHSH不等式的量子–经典
比高达 √2,因而非常适合用于实验观测。时至今日，在线性光学实验中，它的违
背程度都是用于判断纠缠光源质量的“金标准”之一。

我们现在从互斥图的角度考虑 CHSH不等式。互斥图使用的测量都是投影
测量，因此需要先将 CHSH不等式转化为基本事件概率组合的形式：注意到二
值算符和投影算符的对应关系 Π̂±𝜅 = (𝕀2 ± 𝜎𝜅)/2, 𝜅 ∈ {𝑥, 𝑦 , 𝑧},有：

CHSHCSW ∶=Pr(𝑎0 = +1, 𝑏0 = +1) + Pr(𝑎0 = −1, 𝑏1 = −1)
+ Pr(𝑎1 = −1, 𝑏1 = +1) + Pr(𝑎1 = +1, 𝑏0 = +1)
+ Pr(𝑎0 = −1, 𝑏0 = −1) + Pr(𝑎0 = +1, 𝑏1 = +1)

+ Pr(𝑎1 = +1, 𝑏1 = −1) + Pr(𝑎1 = −1, 𝑏0 = −1) LHV⩽ 3. (4.2)
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图 4.1 CHSH 实验中一个事件子集的互斥图。左右两图给出两种等价的表示方法。其中，
八个顶点依次对应公式 (4.2)中的 8个测量事件。

这里只需要使用使得在原始的 CHSH不等式中，贡献为正的事件组合。仍然使
用上面的量子态和测量，将得到非定域性关联允许的 CHSHCSW最大值为 2 + √2.
容易发现，相邻两项中的事件组合中间有矛盾的观察结果，在单次实验中是决

不可能同时发生的；同样相隔 3项（距离最远）的四对组合也不能同时出现。因
此，可以画出 CHSH实验中这 8个事件的互斥图。如图 4.1所示，顶点 1–8依次
对应 CHSHCSW 中的 8项，这个互斥图就是图论中已经定义的Wagner图。有趣
的是，这个图也等价于一个Möbius梯子 𝑀8.从图论中可知，

𝜗(𝑀8) = 2 + √2.

因此，根据定理 2.3 可知，如果根本不考虑类空间隔，只要求用 8 个测量来还
原图 4.1中的互斥关系，那么互文性能够给出的 CHSHCSW最大值也只有 2 + √2,
与非定域性是一样的。在 CHSH实验中，不存在超越非定域性关联的互文性。

4.1.1 一个例子：互斥图 𝐶5对应的的量子关联
下面介绍一个非常有代表性的超越非定域性的互文性的案例。考虑使得 𝜗 >

𝛼 的最简单的图：五边形图 𝐶5.它被表示在图 4.2中。对应于这个图的非互文隐
变量不等式就是前面介绍过的 KCBS不等式转化而来的概率形式：

KCBSQC ∶=
4
∑
𝑘=0

Pr(𝐴|𝑘) =
4
∑
𝑘=0

Pr(𝐴𝑘)
NCHV⩽ 2. (4.3)

我们这里使用的另一种记法，Pr(𝐴|𝑘), 𝐴 ∈ {0, 1}, 𝑘 ∈ {0, … , 4}表示当测量算符选
择为 𝑘 时，测量结果为 𝐴的概率。另外，有 𝜗(𝐶5) = √5.接下来，再考虑从非定
域性的角度实现图 4.2中的互斥图。这个时候两个观察者每人至少选择两个投影
测量算符，我们使用 Pr(𝑎𝑏|𝑥𝑦)表示两个观察者 Alice和 Bob的测量算符选择分
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图 4.2 KCBS实验中一个事件子集的互斥图。左图为使用单体的互文性关联进行实验时需
要记录的事件，右图为使用两体的非定域性关联进行实验时需要记录的事件。右图

取自参考文献 [75]。

别为 𝑥, 𝑦 时，测量结果为 𝑎和 𝑏的概率。Sadiq et al. [75]在这个场景下，发现一
个新的 Bell不等式：

KCBSNL ∶= Pr(00|00) + Pr(11|01) + Pr(10|11) + Pr(00|10) + Pr(11|00) LHV⩽ 2.

量子力学允许的最大值是 KCBSNL Q
⩽ (16 + √13)/9.① 因此，量子互文性 (QC =

quantum contextuality) 与非定域性 (NL = nonlocality) 给出的关联有一定的差异：
ΔQC

NL(KCBS) ∶= max KCBSQC − max KCBSNL ≈ 5.77 × 10−2,也就是对应于互斥图 𝐶5
的量子关联体现出超越非定域性的互文性。另外，由于 KCBSQC = √5在三维希
尔伯特空间中即可实现，而任何非定域性对应的希尔伯特空间维数至少为 4,因
此互斥图 𝐶5 中的量子关联也出现互文浓缩的现象。总的来说，该场景是一个研
究互文性与非定域性关系的非常好的入手案例。我们也可以用类似的方法，研

究其他具有代表性的互斥图，例如 Hardy [77]的著名的非定域性佯谬。Mermin
[126]已经分析过该场景转化为互文性实验后的不等式违背情况，其中也出现超
越非定域性的互文性 ΔQC

NL(Hardy) ≈ 2.90 × 10−2.但是，此时不存在互文浓缩现象。

4.2 用测量–重新制备方法研究互文性

上面举出了两个例子来介绍互文超越非定域和互文浓缩现象。可以看出，该

方向的研究将非常依赖互斥图的语言来检测 CSW类型的非互文隐变量不等式。
我们的出发点是一个互斥图，以及其对应的实验上可验证的不等式，也就是公

式 (2.14) . 利用上一节中条件概率的记法，该公式可以更简练地写为：

∑
𝑘∈𝑉 (𝐺)

Pr(1|𝑘) − ∑
(𝑖,𝑗)∈𝐸(𝐺)

Pr (1, 1|𝑖, 𝑗) NCHV⩽ 𝛼(𝐺). (4.4)

①我和 Sadiq et al. [75]都不能给出测量方向和量子态的解析结果。但是我的数值结果在 13位有效数字下
与该量子力学最大违背值的解析结果符合。
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然而，这个不等式在实验上的使用仍然存在一些困难。具体来说：

1. 公式 (4.4)要求实验者拥有进行两次连续测量的能力。需要将第一次测量之
后得到的量子态用于第二次测量，从而弥补两个互斥的算符之间不完美的

正交性。因此，正规的互文实验从发展起来至今都非常依赖接续测量 [127]
，而这会导致所需的测量装置数极高 [26]，并要求引入额外的自由度之间
的耦合，进而制约实验的精度。

2. 公式 (4.4) 能够使用一个两次测量联合概率的形式来弥补不完美的正交性
的前提是：每个测量基的选择对于另一个测量的结果没有影响。类似于Bell
非定域性场景中的无信号条件，这个要求常被称为接续测量中的无扰动条

件 (no-disturbance). 具体来说，测量基选择对于另一个测量的结果的影响
可以用绝对因果效应表述为下述的信号传递因子：

⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

𝜀𝑥𝑦 ∶= |∑
𝑎

Pr(𝑎, 𝑏|𝑥, 𝑦) − Pr(𝑏|𝑦)| ,

𝜀′𝑥𝑦 ∶= |∑
𝑏

Pr(𝑎, 𝑏|𝑥, 𝑦) − Pr(𝑎|𝑥)| .
(4.5)

原则上，互文实验需要保证每对互斥的测量 (𝑖, 𝑗)都满足 𝜀𝑖𝑗 = 𝜀′𝑖𝑗 = 0.但是，
受限于实验的精度，即使在类空间隔下进行的 Bell非定域实验，该值也可
以显著地不为 0. 因此，实验上必须要显式地检验公式 (4.5) ,从而确保在无
扰动的条件下测试公式 (4.4) .
相比于早期的互文实验，两次测量方案已经在一定程度上降低了要求；否

则，对于无信号条件的测试将更为严苛和难以分析。然而，即使使用两次测量方

案，仍然不能从根本上解决避免对于接续测量的依赖。尤其在系统维度高的情

况下，任何一个接续测量带来的资源消耗都是非常显著的。幸运的是，Cabello
[45]证明，只要接受 Lüders规则定义的测量后的量子态更新法则，就可以使用
测量–重新制备实验完全替代接续测量实验。这个方法的原理如图 4.3所示。它
除了测量公式 (4.4)中右边第二项的方法与标准的接续测量不同，其它都完全按
照 CSW框架进行。
具体来说，此时先使用投影测量取得第一个测量的结果和概率；而后按照

Lüders规则重新制备第一个测量后生成的量子态，再将其输入第二个投影测量，
从而再现出 CSW框架下互文实验的结果。如果使用下标 Pr𝜓 标记输入态为 |𝜓 ⟩
时测量的概率，那么就可以将该方法下要分析的不等式表示为：

∑
𝑘∈𝑉 (𝐺)

Pr𝜓 (1|𝑘) − ∑
(𝑖,𝑗)∈𝐸(𝐺)

Pr𝜓 (1|𝑖)Pr𝑖 (1|𝑗)
NCHV+LR⩽ 𝛼(𝐺). (4.6)
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图 4.3 量子互文性实验的化简。上图：原始的互文实验需要用一系列接续测量作用在同一

个量子态上。中图：在 CSW框架下，所有的互文实验都可以被表示为最多一次接
续测量的形式；接续测量的两个算符一定是正交的。下图：如果额外地接受 Lüders
规则作为态更新的原理，就可以完全避免接续测量，使用投影测量先取得第一个测

量的结果和概率；而后按照 Lüders规则重新制备第一个测量后生成的量子态，再将
其输入第二个投影测量，从而再现出 CSW框架下互文实验的结果。

其中，额外的约束条件 LR = Lüders rule,表示这种测试方法必须要在接受 Lüders
规则的基础上进行。因此，这种简化的方法在概念上当然伴随着一定的代价：它

接受了量子力学的一部分公设作为先决条件，来测试量子互文性。然而，该方法

的意义在于极大地拓宽了能够测试的非互文理论的范围。例如当我们测试系统

的维数增加到 𝑑 ∼ 10的数量级时，目前没有连续测量方法能够高精度地实现任
意的测量，而使用光场调控和路径模式的投影测量则是已经较为成熟的技术，例

如 Xiao et al. [128]使用这种方法研究了正多面体骨架互斥图对应的态无关的互
文性。在第 4.4节中，我们使用这种方法在一个路径编码的 7维量子系统中，观
测到互文浓缩的现象。

4.3 超越非定域性的互文性

从实验上观察互文超越非定域现象具有一定的难度，其原因在于在已知的

案例中互文性与非定域性行为强度的差异 ΔQC
NL 都极小，在 𝑂(10−2)的数量级上，

因此将制约对于互文超越非定域现象观测的可靠性。因此，也甚少有实验工作直

接比较这两种关联强度的差异。下面介绍我们对于该问题的研究。这项工作的基
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础是陈景灵老师课题组对于广义的 Bell不等式对应的互斥图所进行的研究。
前面 CHSH实验考虑了一个 (2,2,2)-Bell不等式。实际上，Bell不等式可以

扩展到更为广泛的场景下。下面给出一个使用概率形式表示的两观察者、三测量

设置、两输出结果的 Bell不等式，也就是一个 (2,3,2)-Bell不等式，这里 Alice和
Bob都能进行三种不同的测量，每种测量可以得到两个不同的结果；因此习惯上
该不等式可以使用长下标记为 I3322 不等式。我们这里使用的是该不等式的一个
CSW形式的变体：

INL
3322 =Pr(0, 0|0, 1) + Pr(0, 0|0, 2) + Pr(0, 0|1, 0) + Pr(0, 0|1, 2)

+ Pr(0, 0|2, 0) + Pr(0, 0|2, 1) + Pr(0, 1|1, 1) + Pr(1, 0|1, 1)
+ Pr(1, 1|1, 1) + Pr(0, 1|2, 2) + Pr(1, 0|2, 2) + Pr(1, 1|2, 2)

+ Pr (1, _|0, _) + Pr (1, _|1, _) + Pr (_, 1| _, 0) + Pr (_, 1| _, 1) LHV⩽ 6. (4.7)
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图 4.4 I3322不等式对应的互斥图 𝐺I3322.对于非定域性实验，16个顶点对应的事件分别是：1
: 1, 1|2, 2, 2 : 0, 0|2, 0, 3 : 1, 0|2, 2, 4 : 0, 0|2, 1, 5 : 0, 1|2, 2, 6 : _, 1|_, 0, 7 : _, 1|_, 1, 8 : 0, 0|1, 0,
9 : 1, 0|1, 1, 10 : 0, 1|1, 1, 11 : 1, _|1, _, 12 : 0, 0|1, 2, 13 : 1, 1|1, 1, 14 : 0, 0|0, 1, 15 : 1, _|0, _,
16 : 0, 0|0, 2. 对于互文性实验，只要 16个投影测量满足互斥图要求的对易性即可。

使用 I3322不等式中的测量事件，可以得到如图 4.4所示的 16个测量对应的
互斥图 𝐺I3322,再按照定理 2.3可以从互斥图立即得到一个非互文不等式：

IQC
3322 = ∑

𝑘∈𝑉 (𝐺I3322)
Pr(1|𝑘) − ∑

(𝑖,𝑗)∈𝐸(𝐺I3322)
Pr (1, 1|𝑖, 𝑗) NCHV⩽ 𝛼(𝐺I3322) = 6. (4.8)

非互文不等式的上界也是 6,这不是偶然的，而是 Bell非定域性作为互文性特例
的必然结果：每一个 Bell不等式的每项系数均为 1的 CSW形式，其定域模型的
上界就是互斥图的独立数。𝐺I3322的有趣之处在于它包含一个非常强的互文超越
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非定域现象：首先，使用半正定规划仍然可以平凡地求出 𝜗(𝐺I3322) ≈ 6.588,并且
需要使用一个 5维的量子系统；另外使用 4维的量子系统即可取得 IQC

3322
Q≈ 6.571.

其次，INL
3322 的最大违背是量子力学基础中的一个未解之谜。Pál et al. [129]计算

出 INL
3322

Q< 6.251, 并且需要使用一个无穷维的系统来实现该最大值。对于量子比
特系统而言，可以得到的最大值是 INL

3322
Q= 25/4, 和互文性场景的结果相比，知

ΔQC
NL(I3322) ≈ 0.337,给出一个非常显著的互文超越非定域性的案例。

4.3.1 实验实现

由于 𝐺I3322 提供了较迄今为止其它所有已知的互斥图高出近一个数量级的
互文性–非定域性行为强度差异，因此该场景适合被用于从实验上展示超越非定
域性的互文性。基于公式 (4.7)和公式 (4.8) ,我们分别使用偏振纠缠编码的两量
子比特系统和轨道角动量编码的单体 4维量子系统，测试非定域性行为和互文
性行为所能导致的最大量子关联。在本节中，分别介绍这两个实验。

先介绍互文性实验。总的来说，这里需要实现一个 4维光子系统在一系列
基矢下的制备–测量。实验装置如图 4.5 所示。光子通过单模光纤进入实验装
置。通过在空间光调制器上加上全息相位图，可以将任意的波前相位加载在光

子上。我们选取四个计算基矢分别为轨道角动量的本征态：|𝑖0⟩ ↔ |𝑙 = 3⟩ , |𝑖1⟩ ↔
|𝑙 = 1⟩ , |𝑖2⟩ ↔ |𝑙 = −1⟩ , |𝑖3⟩ ↔ |𝑙 = −3⟩ .这可以通过将光子的波函数调制为对应阶
数的 Laguerre-Gaussian模式 𝐿𝐺 𝑙𝑝 , 𝑝 = 0来实现。制备初态的空间光调制器被放
置在一个 4𝑓 -系统的输入平面上，在其输出平面上放置第二个用于测量的空间光
调制器，并在焦平面上插入了一个光阑，从而过滤掉不需要的零阶和高阶衍射模

式项，仅保留对应于目标态的第一阶衍射模式 [103]。第二个空间光调制器的功
能是将待测的轨道角动量态转换回 Gaussian模式 |𝑙 = 0⟩，随后由单模光纤将这个
模式选出：在第 3章中已经介绍过，携带非零轨道角动量的光子不能被聚焦到一
个点，因此它们被单模光纤滤掉。此外，在第二个空间光调制器和单模光纤之间

插入了两个透镜组成望远镜，以调整光束尺寸并优化光纤耦合效率。最后，光子

被接入到单光子雪崩探测器。在每个制备–测量设置下，计数率与测量概率成正
比：Pr𝜓 (1|𝜙) = |⟨𝜙|𝜓 ⟩|2 .
利用图 4.5中的装置，我们按照公式 (4.4)来测量其中的每一项结果。对于第

一项来说，要测量的是一个初态在一些投影算符基矢下的测量概率。对于第二项

来说，要额外再测量的是各个投影算符的 +1本征态在所有与其互斥的投影算符
基矢下的测量概率。将它们再与初始态在原先投影算符上测量的概率组合相乘，

就可以还原出公式 (4.4)中的每一项结果。实验结果如图 4.6所示，测量概率与
理论预期符合的非常好，而且互斥算符之间也有良好的正交性。将测量结果代
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图 4.5 互文超越非定域实验装置。使用光子的轨道角动量模式编码 4维量子态，使用空间
光调制器实现轨道角动量模式制备，再结合单模光纤实现精确的测量。最后，用单

光子雪崩探测器进行单光子计数，计算公式 (4.4)中所需的各个测量概率。PBS:偏
振分束棱镜，HWP:半波片，lens: 透镜，iris: 光阑，SLM:空间光调制器，FC:光纤
耦合器，SPAD:单光子雪崩探测器，SMF:单模光纤。

入公式 (4.4) ,得到：

IQC
3322 = 6.488 ± 0.025. (4.9)

其中，误差棒对应于从泊松计数统计估计的 1𝜎 标准偏差。这个结果以超出 19个
标准偏差的精度违背非互文隐变量不等式 (4.8 ),从而观测到量子系统的互文性。
需要注意的是，由于实验中使用的单光子探测器的效率 (𝜂 ≈ 60%)以及光子在空
间光调制器上的衍射效率 (𝜂 ≈ 30%)，使得最终只有较少部分的光子造成了探测
器的响应，因此，上述互文性的观测结果需要建立在公平抽样假设的基础上，也

就是假设这些到达的光子忠实地反映了所有应被探测的光子的行为。

接下来，我们来量化互文性实验中接续测量之间的扰动。在这个实验中，我

们把公式 (4.5) 中测量结果为 0 和 1 的两种情况分开表示为四个信号传递因子
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图 4.6 互文超越非定域实验数据：互文部分。左图：16个符合图 4.4中互斥关系的投影算
符对应的测量概率。右图：对应原则上应当互斥的投影算符 Π̂𝑖, Π̂𝑗 本征态之间的测

量概率 Pri(1|j).当且仅当 (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸(𝐺I3322)时，对应的概率才被测量。

𝜀(_, 0|_, 𝑣𝑗), 𝜀(0, _|𝑣𝑖, _) = 0, 𝜀(_, 1|_, 𝑣𝑗), 𝜀(1, _|𝑣𝑖, _).它们分别定义为：

⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

𝜀(_, 0|_, 𝑣𝑗) = |Pr𝜓 (_0|_𝑗) − Pr𝜓 (00|𝑖𝑗) − Pr𝜓 (10|𝑖𝑗)| ,
𝜀(_, 1|_, 𝑣𝑗) = |Pr𝜓 (_1|_𝑗) − Pr𝜓 (01|𝑖𝑗) − Pr𝜓 (11|𝑖𝑗)| ,
𝜀(0, _|𝑣𝑖, _) = |Pr𝜓 (𝑖_|0_) − Pr𝜓 (00|𝑖𝑗) − Pr𝜓 (01|𝑖𝑗)| ,
𝜀(1, _|𝑣𝑖, _) = |Pr𝜓 (1_|𝑖_) − Pr𝜓 (10|𝑖𝑗) − Pr𝜓 (11|𝑖𝑗)| .

(4.10)

其中，下划线都代表边际概率。这些公式中等号右边的量又可以全部使用实验中

可观测的概率来表示为：

⎧⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪
⎩

Pr𝜓 (0|𝑖) = 1 − Pr𝜓 (1|𝑖),
Pr𝜓 (11|𝑖𝑗) = Pr𝜓 (1|𝑖)Pr𝑖(1|𝑗),
Pr𝜓 (01|𝑖𝑗) = Pr𝜓 (0|𝑖)Pr𝑖⟂(1|𝑗),
Pr𝜓 (10|𝑖𝑗) = Pr𝜓 (1|𝑖) − Pr𝜓 (11|𝑖𝑗),
Pr𝜓 (00|𝑖𝑗) = Pr𝜓 (0|𝑖) − Pr𝜓 (01|𝑖𝑗).

(4.11)

需要特别指出的就是上式第三行中出现 Pr𝑖⟂(1|𝑗),其含义是当对于 𝑖的测量给出 0
后，剩余的态在 𝑗 上的投影概率，这就是笔者前面提到需要使用 Lüders规则来
重新制备量子态的地方。它的制备也是使用空间光调制器完成：按照第一步的测

量概率，直接在空间光调制器的屏幕上显示一个全息图，来制备：

|𝑖⟂⟩ = |𝜓 ⟩ − ⟨𝑖|𝜓 ⟩ |𝑖⟩
||𝜓 ⟩ − ⟨𝑖|𝜓 ⟩ |𝑖⟩| =

|𝜓 ⟩ − ⟨𝑖|𝜓 ⟩ |𝑖⟩

√1 − |⟨𝑖|𝜓 ⟩|2
. (4.12)
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图 4.7 互文超越非定域实验数据：无扰动条件。纵轴表示按照公式 (4.5)计算得来的信号传
递因子，按照测量结果为 0和 1分开分析。注意向时间过去传递的两种信号传递因
子自动得到 0。横轴对应图 4.4中的 32条边，按顶点编号由小到大依次排列，其中
不带 ′和带 ′的参数分别对应正向 (𝑖 < 𝑗)和反向 (𝑖 > 𝑗)的信号传递因子。

这样，就可以将所有所需的概率使用制备–测量实验来求出来。计算结果表明，

|𝜀| = (0.22 ± 1.44) × 10−2.由于实验的不完美性，对于少数数据点，加上 1𝜎 误差棒
也不符合 𝜀 = 0.但是如果稍微放松统计性的要求，只从数据的平均来看，则很好
地符合无扰动条件，不导致显著的测量间扰动效应。因此，可以认为公式 (4.4)
所需的条件成立，对于非互文隐变量理论的违背是有效的。进一步地，不理想的

无扰动条件所造成的影响还可以使用因果模型理论归结到观测的不等式结果中

[130] 。这个问题超出了本工作的范围，将是今后无漏洞互文实验中一个有趣的
研究方向。

最后，我们观测公式 (4.7)的实验结果，从而通过两个实验中结果的对比，直
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图 4.8 互文超越非定域实验数据：非定域部分。左图：纠缠源量子态层析结果的实部。右

图：图 4.4中定义的两体测量算符对应的概率以及与理论结果的对比。

接展示互文超越非定域现象。此时使用的装置就和图 3.3中相同，在其中一路加
上半波片后，生成一个两光子最大纠缠态 |Φ+⟩ .我们通过量子态层析分析该光源
的质量，结果如图 4.8所示。纠缠源与目标态的保真度达到 97.5%. 其中，两个
量子态的保真度定义为 [36]：

𝐹( ̂𝜌, ̂𝜌′) ∶= Tr [|√ ̂𝜌√ ̂𝜌′|]2 .

通过测量图 4.4中的两体测量算符对应的概率，我们计算出：

INC
3322 = 6.165 ± 0.012. (4.13)

这个结果稍稍低于 INC
3322 在量子力学下可能达到的上限，这是因为输入纠缠态与

目标态的保真度有限，以及测量装置的不完美性所导致的。不过，仍然足以体

现出强烈的量子非定域性，违背定域隐变量不等式超过 13 个标准偏差。将公
式 (4.9)和公式 (4.13)给出的结果比较，得到：

ΔQC
NL(I3322) ≈ 0.323 ± 0.037, (4.14)

因此，我们已经以超过 8.7个标准偏差的实验精度，在互斥图 𝐺I3322的基础上观
测到超越非定域性的量子互文性。研究结果表明图论与量子关联之间存在根深

蒂固的联系，并将进一步加深对不同类型量子关联的理解。

4.4 在低维系统中实现已知最强的量子关联

现在转向介绍对于互文浓缩现象的理论和实验研究。相比于互文超越非定域

现象，互文浓缩是一个更新的结果，在 KCBS实验之外很少有案例被发现。2021
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年以来，对于图论和量子关联的研究进展使得该方向的研究逐渐开始受到关注，

其中 Ray et al. [131]发现一个适用于 3量子比特 GHZ态的 Bell不等式（常用发
现者的名字称为Mermin [132]不等式）的最大违背，可以在互斥图的意义上，用
一个 23 − 1 = 7维单体不可分系统中被等价地实现。我们在这一节中说明，Ray
等人发现的例子在任意粒子数的 Mermin不等式中普遍存在：𝑛 体 Mermin不等
式总是可以使用 CSW框架转化为一个非互文隐变量不等式，且在 2𝑛 − 1维系统
中即可达到最大违背。我们同时使用路径编码的光学系统，借助上一节中发展的

光场调控手段搭建干涉仪，直接观测到 𝑑 = 7时的互文浓缩现象。

4.4.1 Mermin不等式：指数增长的量子–经典比

前面已经介绍了使用熔接门实现四光子 GHZ态，现在我们正式地定义更普
遍意义上的 GHZ态。一个 𝑛-粒子 GHZ态的形式是：

|GHZ𝑛⟩ = (| 00… 0⏟
𝑛

⟩ + | 11… 1⏟
𝑛

⟩)/√2,

它是两种截然相反的量子态的叠加，当 𝑛很大时，描述的就是类似于“薛定谔的
猫”的宏观物体两种状态的相干叠加。GHZ态具有强烈的非经典特性，例如其
中所有 𝑛个量子比特都彼此纠缠。这种非经典特性在Mermin不等式中非常好地
体现出来。该不等式是一个 (𝑛,2,2)-Bell不等式，在 𝑛为奇数时的形式为①：

𝑀𝑛 = 1
2𝑖 ∑

𝜈∈{±1}
𝜈

𝑛
⨂
𝑗=1

(𝜎 (𝑗)𝑥 + 𝑖𝜈𝜎 (𝑗)𝑦 ) LHV⩽ 2 𝑛−1
2 . (4.15)

在量子力学中，允许达到的上限是𝑀𝑛
Q= 2𝑛−1,这个上限就是使用 GHZ态达到的。

可以看出，在这个案例中，量子关联与定域隐变量所允许的最大强度之比随着粒

子数指数增加！

下面使用 CSW框架将 Mermin不等式转换为非互文隐变量不等式。和研究
CHSH实验时的操作一样，我们只保留公式 (4.15)中对于不等式左边贡献为正的
投影测量，贡献为负的用贡献为正的表示出来，再额外加上对应总概率之和的常

数，得到的概率和形式记为 𝜇𝑛 = 𝑀𝑛/2 + 2𝑛−2,其对应的互斥图记为 𝐺M𝑛.作为例
子，笔者在图 4.9给出对应于 𝑛 = 3时互斥图 𝐺M3的形式。根据 Cabello et al. [21]
的计算：

𝛼(𝐺M𝑛) = 2𝑛−2 + 2 𝑛−3
2 , 𝜗 (𝐺M𝑛) = 2𝑛−1. (4.16)

代入定理 2.3 ,有：

𝜇𝑛
NCHV⩽ 𝛼(𝐺M𝑛) = 2 𝑛−3

2 + 2𝑛−2
Q
⩽ 𝜗(𝐺M𝑛) = 2𝑛−1. (4.17)

①我们不考虑 𝑛为偶数的情况；此时Mermin不等式不是最强的 [133] 。
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在 𝜇𝑛 中，总共使用的上下文的数量就等于 Lovász数。因为每个完整的上下文包
含 2𝑛 个投影测量，其中一半出现在 𝜇𝑛 中，所以 |𝑉 (𝐺M𝑛)| = 22𝑛−2.
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图 4.9 Mermin不等式的投影测量之间的互斥图。按照 CSW方法，图中只画出对不等式贡
献为正的事件。被线段连起来的点代表互斥事件，而着色平面的四个顶点对应的事

件全部互斥。图中画出 𝑛 = 3的情况。

研究 Mermin 不等式对应的互斥图 𝐺M𝑛 的第一个意义在于，这里量子理论
和非互文隐变量理论之间允许的关联强度的比值 𝜗/𝛼 = 2 − 2/(1 + 2 𝑛−1

2 )随 𝑛增
加：基于互斥图的不等式继承了Mermin不等式高违背的特点，其量子违背对实
验中可能存在误差的鲁棒性非常好，因此非常适合在高维系统中用于观测互文

性。互文性关联强度随着维度增加的另一个例子是 Vidick et al. [134]的工作，但
是总的来说，符合该性质的已知案例寥寥无几。

4.4.2 降低 Mermin不等式中测量的维度

研究 Mermin不等式对应的互斥图 𝐺M𝑛 的第二个意义在于它包含互文浓缩
现象。𝜇𝑛的量子最大值实际上只需利用 2𝑛 −1维希尔伯特空间。笔者给出一个构
造性证明：记公式 (4.17)中所有的投影算符的并列为 𝜫 = {Π̂1, Π̂2, ⋯ , Π̂22𝑛−2}𝑇 .根
据线性代数的知识，

Rank(𝐴) = 2𝑛 − Dim (ker 𝜫), (4.18)

其中 ker 𝜫 是矩阵 𝜫 的核，也就是 𝜫𝑥 = 00… 0⏟
𝑛
对于 2𝑛 维向量 𝒙 的解空间。若

转回到考虑公式 (4.15) ,就会发现这个解空间实际上就是要求其中求和的每一项
都给出 −1;现在我们已知给出最大违背的 GHZ态使得求和的每一项给出 +1.下
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面的命题说明，使得公式 (4.15) 中每一项期望反号的态是唯一的，它可以使用
Clifford代数显式地构造出来。

命题 4.1 Dim (ker 𝜫) = 1.事实上，只要取：

|GHZ′𝑛⟩ = (𝜎𝑧 ⊗ 𝕀⊗𝑛−12 ) |GHZ𝑛⟩ = (| 00… 0⏟
𝑛

⟩ − | 11… 1⏟
𝑛

⟩)/√2,

就得到

⟨𝑀𝑛⟩GHZ′
𝑛 = −2𝑛−1,

也就是说，|GHZ′𝑛⟩是公式 (4.15)中每一个二值算符的 −1本征态。
证明 首先，Pauli算符的乘积满足以下关系：

𝜎𝑖𝜎𝑗𝜎𝑖 = (−1)1−𝛿𝑖𝑗𝜎𝑗 , 𝑖, 𝑗 ∈ {𝑥, 𝑦 , 𝑧}. (4.19)

这可以根据 Pauli算符的定义直接验算得到。现在，我们注意到公式 (4.15)中，作
用在第一个量子比特上的 Pauli算符要么是 𝜎𝑥 ,要么是 𝜎𝑦 ,因此用上式可以求得：
𝜎𝑧𝜎𝑥𝜎𝑧 = −𝜎𝑥 , 𝜎𝑧𝜎𝑦𝜎𝑧 = −𝜎𝑦 ,从而：

⟨𝑀𝑛⟩GHZ′
𝑛 = ⟨GHZ′𝑛 | 12𝑖 ∑

𝜈∈{±1}
𝜈

𝑛
⨂
𝑗=1

(𝜎 (𝑗)𝑥 + 𝑖𝜈𝜎 (𝑗)𝑦 ) | GHZ′𝑛⟩ (4.20)

= ⟨GHZ𝑛 | 12𝑖𝜎
(1)𝑧 ∑

𝜈∈{±1}
𝜈

𝑛
⨂
𝑗=1

(𝜎 (𝑗)𝑥 + 𝑖𝜈𝜎 (𝑗)𝑦 ) 𝜎 (1)𝑧 | GHZ𝑛⟩ (4.21)

= ⟨GHZ𝑛 | − 1
2𝑖 ∑

𝜈∈{±1}
𝜈

𝑛
⨂
𝑗=1

(𝜎 (𝑗)𝑥 + 𝑖𝜈𝜎 (𝑗)𝑦 ) | GHZ𝑛⟩ (4.22)

= − ⟨𝑀𝑛⟩GHZ𝑛 = −2𝑛−1. (4.23)

最后证明使得 ⟨𝑀𝑛⟩ = −2𝑛−1的态是唯一的。考虑从公式 (4.15)中取出的下面 𝑛个
算符：

−𝜎𝑦 ⊗ (𝜎𝑥)⊗𝑛−2 ⊗ 𝜎𝑦 , −𝜎⊗𝑘𝑥 ⊗ 𝜎⊗2𝑦 ⊗ 𝜎⊗𝑛−𝑘−2𝑥 , 𝑘 ∈ {0, ⋯ , 𝑛 − 2}.

其中每个算符都是线性无关的，且本征值为 ±1.对应每个本征值有 𝑛/2个本征矢
量，因此本征值为 +1的本征矢量张开的子空间维度为 2𝑛−1.进一步地，因为三个
Pauli算符的本征态组成了彼此的最大无偏基，因此两个算符共同本征值为 +1的
本征矢量张开的子空间维度为 2𝑛−2,依次类推，这 𝑛 个算符本征值全部为 +1的
本征矢量张开的子空间维度为 2𝑛−𝑛 = 1.它就是我们显示构造出来的 |GHZ′𝑛⟩ .因
此，满足 ⟨𝑀𝑛⟩ = −2𝑛−1的态是唯一的。 ∎
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至此，已经证明 𝜫 中的投影测量可以张开在 2𝑛 − 1维空间中，但是可能要
使用一个不可分割的系统。按照违背定域隐变量理论的程度来说，Mermin不等
式是人类已知的最强形式的量子非定域性 [135]。我们的工作表明，它可以被认
为源于较低维度希尔伯特空间中已经存在的互文性。

4.4.3 实验实现

光子的路径自由度是编码高维量子信息强有力的方式。借助于空间光调制

[93-94, 136-137]技术，已经可以实现高维量子态的精确操控。在这里，考虑到精
度要求，我们选用路径自由度编码的空间模式来实现这个对态空间维数要求较

高的制备–测量实验。
实验装置如图 4.10所示，这与图 4.5几乎相同，不同的是量子信息编码的方

式。现在，空间光调制器显示 7个圆形扇区的全息图，每个扇区对应一个计算基
矢，因此总的来说实现了一个 7维单体量子系统的制备–测量。在每个扇区中加
上闪耀光栅，通过调整光栅的最大相位变化来控制 7个扇区中光子波函数的幅
度。为了检查量子态制备和测量的精度，我们遍历实验中使用的所有全息图，用

电荷耦合器件相机测量在第二个空间光调制器之前的强度分布，并将它们与理

SLM

Lens

Pinhole

SMF

Photon

SPAD
(a)

(b) (c)

Theory Experiment

图 4.10 观测互文浓缩的实验装置。上图为总的光路图，与互文超越非定域性的实验光路相

同。左下图为路径编码方式的示意图和使用的全息图。右下图为全息图计算的理论

光场分布和实验测得光场分布的对比。在下方一排的所有图中，制备的量子态都是

(|1⟩ + |2⟩ + |3⟩ + |4⟩)/2.

60



第 4章 互文性与非定域性关系的研究

论预测进行比较。我们通过 Pearson关联函数 [138] 比较理论和实验制备的路径
量子态，计算结果表明，Pearson关联函数的平均值为 95.5%,从而说明该方法可
以实现精确的初态制备和测量。

我们仍然首先测量对于非互文隐变量不等式公式 (4.17)的违背情况。测量第
一项时第一个空间光调制器一直制备同一个初态，第二个空间光调制器遍历所

有的测量基，从而可以求得所需的所有投影测量概率。测量第二项时，两个空间

光调制器分别遍历所有互斥测量的组合，记录这些基下的投影测量概率，再换算

出最终的结果。这些实验数据在图 4.11中给出。计算结果表明，

𝜇3 = 3.821 ± 0.012. (4.24)

以 68.7个标准偏差违背了非互文隐变量不等式 (4.17) .
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图 4.11 互文浓缩实验结果。左图：各个事件测量概率的堆积条形图。每个条形对应于图 4.9
中的一层中的 4个事件。按照非互文隐变量模型的预言，当前三个条型几乎为满
时，最后一个条形应该是空的，从而不借助不等式就能直观地体现互文性。右图：

互斥测量之间的正交性，通过制备每个投影算符的本征态并测量其相应互斥投影

算符的投影概率来确定。只有对应于互斥测量的网格被计算并且标为彩色的。

对于 𝐺M3 中的量子互文性还有一种非常直观的呈现方式。我们先不考虑公

式 (4.17)的第二项，把第一项可以写成一种“约束条件–推论”的形式：
4
∑
𝑖=1

Pr(1|𝑖) = 1,
8
∑
𝑖=5

Pr(1|𝑖) =1,
12
∑
𝑖=9

Pr(1|𝑖) = 1,

1 Q= Pr(success) =
16
∑
𝑖=13

Pr(1|𝑖) NCHV= 0.
(4.25)

可以看到，最后一个式子中量子力学对于一个概率和的预言与非互文隐变量理

论出现了 “1=0”的矛盾。这正是 Hardy [77]展示的一种几乎适用于所有纠缠态的
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图 4.12 互文浓缩实验的无扰动条件测试结果。标注的数字代表边 (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐺M3 在图中的顺

序，按照先 𝑖后 𝑗 排序。数据点表示信号传递因子，误差棒表示按照泊松计数统计
重新采样得到的 1𝜎 标准差。

非定域性的方法，并且由 Cabello et al. [139]推广到互文性的研究，现在常称为
“无不等式方法”。我们常把最后这个非互文隐变量禁止的事件在实验中出现的

概率称为“成功概率”。利用公式 (4.25)的形式，我们把测量概率表述为堆积条
形图，前三个条形几乎全满，因此符合公式 (4.25)的约束条件。最后一个全满的
条形则给出了强烈支持量子力学的证据，而不符合非定域隐变量理论对于测量

概率的预测。

最后，我们补充上对于无扰动条件的测试结果。实验流程是对于互斥图 𝐺M3

中连接两个投影测量的每条边，重新准备初态由第一个投影算符测量后的条件

态，然后由第二个投影算符再次测量。这个实验中，我们直接使用公式 (4.5)的
原始形式来刻画无扰动条件。其中，对于第一个测量“未命中”时的条件概率，

也就是 𝑃(0, 1|𝑖, 𝑗), 而言，所需的条件态制备方法也是根据 Lüders 规则计算，然
后直接用空间光调制器重新制备来实现的。其他所需的量则均已经在前面实验

62



第 4章 互文性与非定域性关系的研究

中测得了。由于信号不能从时间的未来向后传递，代表晚些时刻测量对早些时

刻测量影响的 𝜀𝑖𝑗 和 𝜀𝑗𝑖 恒为 0. 𝐺M3 中 72 条边的 𝜀′𝑖𝑗 和 𝜀′𝑗𝑖 测量结果如图 4.12 所
示。大多数信号传递因子对于 0的偏离处在一个标准差的区间内，定量结果给出
|𝜀′| = (1.17 ± 1.39)%.总的来说，结果相当好地符合无扰动条件。

4.5 小结

我们已经研究了互文性与非定域性的关系，并且从实验上实现了超越非定

域性的互文性和互文浓缩。互文浓缩实验的结果展示了任意多体系统中人类已

知最强形式的非定域性，总可以转化为更低维系统中的互文性。我们的光学实验

通过构建一个空间模式编码的 7维量子系统，观察到上面构造中最简单的特例
所造成的强烈的量子互文性，从而充实了理论发现。更重要的是，这项工作研究

的基于 CSW架构和稳定子 (stabiliser)的互文性是许多不同量子算法中实现量子
计算的重要资源 [22, 81, 84] ，因此，我们的工作非常有希望推动高维量子信息
处理和新型量子算法的进一步发展。
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第 5章 图态中的量子互文“全对无”佯谬

这一章我们研究的对象是图态 (graph state)——一种高度纠缠的多体量子态，
并且是实现基于测量的量子计算的基础 [33-34, 140-141] 。研究其互文性不仅有
助于丰富我们对于图态的操纵和测量手段，而且对于基于图态量子计算之特性

的理解大有裨益。注意，虽然图态使用多体量子比特实现，因此其互文性可以表

现为非定域性；但是实现图态的方法往往不能保证各个量子比特处在类空间隔

下，尤其是这些量子比特甚至不一定同时存在 [142]！因此，在这一章中将统一
称这些佯谬为互文性导致的，而完全不再提及上一章已经讨论过的非定域性。图

态经常也使用无向连通图来定义，因此请注意区分图态的表示和前面介绍的互

斥图。

对于图态已经可以构造出各种具有良好性质的不等式，例如 Gühne et al.
[143] , Tóth et al. [144] , Cabello et al. [145]基于 Mermin不等式的构造和 Baccari
et al. [146]基于 Ardehali不等式实现的图态自检测不等式。在本工作中，我们将
另辟蹊径，使用“无不等式方法”研究图态的互文性① 。该方法的一个案例就

是上一章的最后，已经在公式 (4.25)中展示了一个“无不等式方法”的应用。在
“无不等式方法”中，非互文隐变量理论禁止的事件在可能在量子力学描述的实

验中按照一定的成功概率出现。如果该成功概率达到 100%, 那么在一定的前提
条件下，对于单次事件的测量结果，量子力学与非互文隐变量模型就一定会发生

矛盾；我们将这种情况称为互文性导致的“全对无”佯谬。一言以蔽之，“全对

无佯谬”可以用一个公式表示为：

±1量子 = ∓1经典，

其中，等号左右两边分别代表两种理论对于一些可观测量乘积的预言。经典理论

指的就是非互文隐变量理论。熟悉第 2章的读者立刻就会意识到，Peres–Mermin
方块的奇特性质就可以转化为一个“全对无佯谬”。

尽管“全对无”佯谬的研究已在多种系统中进行，并取得了一定的发现，但

是，在我们的工作之前，尚未发现一个统一的构造“全对无”佯谬的方法。我们

的工作表明，图态的互文性资源非常丰富。我们给出一种统一的构造方法，使得

每个图态中的一部分粒子都可以用来构造“全对无”佯谬，而且这些佯谬在很多

情况下可以用于验证图态的形式和进行多体纠缠的目击。配合理论结果，我们进

行线性光学实验，实现两光子四量子比特图态来测试“全对无”佯谬，并展示了
①尽管误差分析还是需要依赖公式 (4.17)来进行，但是在理论分析上，该方法提供一个全新的思路。
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所提出的应用。我们的工作将加深对量子力学基础和量子悖论的理解，并有希望

在广泛的量子信息任务中得到应用。

5.1 理论基础：“全对无”佯谬和图态概念

为了介绍“全对无”佯谬，我们再次将三量子比特 GHZ态 |GHZ3⟩ = (|000⟩+
|111⟩)/√2作为出发点，写出Mermin不等式中的所有四个测量的结果：

⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

[𝐸1 = 𝜎1𝑥 𝜎2𝑥 𝜎3𝑥 ] |GHZ3⟩ = + |GHZ3⟩ ,
[𝐸2 = 𝜎1𝑥 𝜎2𝑦 𝜎3𝑦 ] |GHZ3⟩ = − |GHZ3⟩ ,
[𝐸3 = 𝜎1𝑦 𝜎2𝑥 𝜎3𝑦 ] |GHZ3⟩ = − |GHZ3⟩ ,
[𝐸4 = 𝜎1𝑦 𝜎2𝑦 𝜎3𝑥 ] |GHZ3⟩ = − |GHZ3⟩ ,

(5.1)

因此，⟨𝐸1⟩GHZ3 ⟨𝐸2⟩GHZ3 ⟨𝐸3⟩GHZ3 ⟨𝐸4⟩GHZ3 = −1.但是，若我们将四个测量结果相
乘，就会发现这些测量结果不能被任何非互文隐变量模型解释：这些理论允许我

们将隐变量预先确定的二值结果 𝑣(⋅) = ±1分配给每个基本的 Pauli算符：

𝜎 𝑖𝜈 → 𝑣 𝑖𝜈 , 𝜈 ∈ {𝑥, 𝑦 , 𝑧}, 𝑖 ∈ {1, 2, 3},

但是，这个分配过程导致：

𝑣(𝐸1) = 𝑣1𝑥 𝑣2𝑥 𝑣3𝑥 ,
𝑣(𝐸2) = 𝑣1𝑥 𝑣2𝑦 𝑣3𝑦 ,
𝑣(𝐸3) = 𝑣1𝑦 𝑣2𝑥 𝑣3𝑦 ,

× 𝑣(𝐸4) = 𝑣1𝑦 𝑣2𝑦 𝑣3𝑥

𝑣(𝐸1)𝑣(𝐸2)𝑣(𝐸3)𝑣(𝐸4) =
3

⨂
𝑖=1

∏
𝜈∈{𝑥,𝑦}

𝑣 𝑖𝜈 = +1.

因此，不管如何调整对应各个 Pauli算符观测结果的赋值，最后四个可观测量 𝐸
乘积的取值必然为 1,跟量子力学的预言截然相反。这就是著名的 GHZ佯谬，它
是“全对无”佯谬的一个例子，也可以认为是一个态依赖版本的 Peres–Mermin方
块，并且可以通过补上一些单体测量算符，得到如图 5.1所示的态无关版本的量
子互文性的证明——常常被称为“魔星”。笔者只在图中简短地介绍该证明，熟

悉第 2章的读者将已经能够快速地发现其中的妙处。
GHZ佯谬在 1989年被发现 [76] 伊始，就引发了对这种多体量子系统奇异

性质研究的极大兴趣。Cabello [147]和 Scarani et al. [148]进一步将该佯谬推广到
四量子比特线性簇态 (linear cluster state):

|LC4⟩ = (|0000⟩ + |0011⟩ + |1100⟩ − |1111⟩)/2,
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图 5.1 “魔星”——一个态无关的量子互文性证明。五角星每一边连接起来的算符的乘积

均为 𝕀⊗3,但是按照上面对 GHZ佯谬的分析，水平的一边算符在非互文隐变量模型
下乘积为 −1;其他四边为 +1.因此，“魔星”中所有边上的算符在非互文隐变量理论
中乘积为 −1,但是每个算符都同时出现在两条边上，因此无论如何调整各个算符的
隐变量值，都不可以对整个“魔星”协调地给出非互文隐变量的赋值结果——总的

乘积永远为 +1.图片取自参考文献 [66]。

中。此时，构成“全对无”佯谬的四个算符形式为：

⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

[𝐸1 = 𝜎1𝑥 𝜎2𝑥 𝜎3𝑧 𝕀42] |LC4⟩ = + |LC4⟩ ,
[𝐸2 = 𝜎1𝑥 𝜎2𝑦 𝜎3𝑦 𝜎4𝑥 ] |LC4⟩ = + |LC4⟩ ,
[𝐸3 = 𝜎1𝑦 𝜎2𝑦 𝜎3𝑧 𝕀42] |LC4⟩ = − |LC4⟩ ,
[𝐸4 = 𝜎1𝑦 𝜎2𝑥 𝜎3𝑦 𝜎4𝑥 ] |LC4⟩ = + |LC4⟩ .

(5.2)

与上面的分析完全相同，发现没有办法使用非互文隐变量确定所有算符的预设

值。因此在线性簇态中也出现“全对无”佯谬。

对于什么样的量子态会出现“全对无”类型的互文性呢？Chen [149]说明至
少需要 3个量子比特才能完成任务；而三个量子比特的 GHZ态需要从直积状态
开始，至少使用两个两比特纠缠门才能构造出来。这促使我们寻找一种使用两比

特纠缠门表示量子态的方法。接下来要介绍的图态 [80, 150] 就是这样一种表示
方法，上面线性簇态这个名字就是来自于该量子态使用图态语言的表示。图态是

将一个量子态 |𝐺⟩和一个无向图 𝐺(𝑉 , 𝐸)对应起来，其中 𝑉 和 𝐸 分别是图的顶点
和边的集合。每一个顶点代表一个处于计算基矢之最大叠加态 |+⟩ = (|0⟩+ |1⟩)/√2
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的量子比特，而每一个边使得对应的两个量子比特经历一次 CZ操作。正式地说，

图态和无向图的对应关系是：

|𝐺⟩ = ∏
(𝑖,𝑗)∈𝐸

CZ{𝑖,𝑗}|+⟩⊗𝑉 .

除了这种按照图的边进行 CZ操作的定义，还有一个按照图的点给出的等价的定

义：图态是其所有稳定子的共同 +1本征态。图态的稳定子是按照每个顶点连接
性定义的一组彼此对易的算符：

𝑆𝑖 = 𝜎 (𝑖)𝑥 ∏
{𝑗∣(𝑖,𝑗∈𝐸)}

𝜎 (𝑗)𝑧 .

接下来说明上面两个例子中出现的量子态都和图态局域等价。首先考虑三

量子比特的完全图 𝐾3,它被表示在图 5.2中。利用上面给出的两种计算方法，这
个图态都可以显示地求出为：|𝐾3⟩ = {1, 1, 1, −1, 1, −1, −1, −1}†/2√2.但是，我们仅
需要使用局域幺正操作，就可以将 |𝐾3⟩转化为 GHZ态：

(𝕀2 − 𝑖𝜎𝑥) ⊗ (𝜎𝑦 + 𝜎𝑧) ⊗ (𝕀2 − 𝑖𝜎𝑥) |𝐾3⟩ = |GHZ3⟩ .

事实上，所有的多量子比特 GHZ态都局域等价为全连通图代表的图态①，因此
可以看出 GHZ态极高的纠缠度。

1

2 3

1

2 3

1

2 3

4

2           1           3           4           

1 2

3 4

图 5.2 三量子比特 GHZ态和四量子比特线性簇态的图态表示。为了转化为正文中的形式，
只需在两个图态上分别加上局域操作 (𝕀2− 𝑖𝜎𝑥)⊗ (𝜎𝑦 +𝜎𝑧)⊗ (𝕀2− 𝑖𝜎𝑥)和 𝜎𝑧 ⊗(𝕀2+ 𝑖𝜎𝑦 )⊗
𝕀2 ⊗ (𝜎𝑥 + 𝜎𝑧).

接下来考虑四量子比特的路径图 𝑃4, 它被表示在图 5.2 中。这个图态都可
以显示地求出为：|𝑃4⟩ = (|0 + +0⟩ + |0 + −1⟩ + |1 − −0⟩ + |1 − +1⟩)/2, 其中 |−⟩ =
(|0⟩ − |1⟩)/√2.类似上面完全图的例子，有

𝜎𝑧 ⊗ (𝕀2 + 𝑖𝜎𝑦 ) ⊗ 𝕀2 ⊗ (𝜎𝑥 + 𝜎𝑧) |𝑃4⟩ = |LC4⟩ .

由于路径图的表示就是连接一簇顶点的线状路径，因此有了线性簇态的名字。
①标准的表示是星图，但是用一个后面将提到的局域补图 (local complementing)操作，就可以在两者之间

彼此转化。星图更侧重表现对 GHZ态做一个 𝜎𝑧 测量就导致解纠缠的特点，而完全图则更好地体现 GHZ态
的对称性。
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在结束本节之前，笔者希望说明公式 (5.2)中的“全对无”佯谬不是不可约
化的 [151]。这是因为最后一个量子比特的测量只有一个测量方向，因此肯定有
一个非互文隐变量理论至少可以解释这一个量子比特的测量结果。更直观地看

这个问题，我们将第三个量子比特的测量算符用 √𝜎𝑦 操作一下，效果是交换 𝜎𝑥
和 −𝜎𝑧 .操作后的“全对无”佯谬就变成：

⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

[𝐸1 = 𝜎1𝑥 𝜎2𝑥 𝜎3𝑥 𝕀42] |LC4⟩ = −√𝜎𝑦 |LC4⟩ ,
[𝐸2 = 𝜎1𝑥 𝜎2𝑦 𝜎3𝑦 𝜎4𝑥 ] |LC4⟩ = +√𝜎𝑦 |LC4⟩ ,
[𝐸3 = 𝜎1𝑦 𝜎2𝑦 𝜎3𝑥 𝕀42] |LC4⟩ = +√𝜎𝑦 |LC4⟩ ,
[𝐸4 = 𝜎1𝑦 𝜎2𝑥 𝜎3𝑦 𝜎4𝑥 ] |LC4⟩ = +√𝜎𝑦 |LC4⟩ .

但是，再对比公式 (5.1)就会发现，当等号两边的态取 𝜎 (1)𝑧 |GHZ3⟩ ⊗ |+⟩时，同样
满足所有的四个关系式。其中 GHZ态前面的 𝜎𝑧 用来使得四个式子全部得到一个
−1系数——这正是前一章证明定理 4.1中使用的技巧。因此，使用一个部分可
分态，甚至上面两者的混态，都可以观测到“全对无”佯谬。一个问题自然而然

地产生：什么情况下，一个“全对无”佯谬只对一个特定的量子态成立？进一步

地，我们知道 GHZ佯谬是不可以再约化的，而线性簇态的“全对无”佯谬可以
约化为 GHZ佯谬，那么如果不考虑高维情形（关于该情形的讨论，汤卫东老师
的工作 [152] 已经进行了非常精彩的讨论），只考虑 Pauli算符组成的“全对无”
佯谬，是否存在除了 GHZ佯谬之外的其他不可约化的“全对无”佯谬？下面一
节的构造对这两个问题给出了肯定的回答。

5.2 一类广泛的图态“全对无”佯谬

现在给出不同于 GHZ佯谬的“全对无”佯谬构造。构造的出发点是：只要
是稳定子乘积构成的算符，都以 |𝐺⟩作为 +1本征态，因此可以考虑这些算符的
组合，要求其非互文隐变量理论的赋值永远为 −1,即得到一个“全对无”佯谬。
那么如何使得非互文隐变量理论的赋值与量子力学的观测量期望值之间差一个

负号呢？我们仍然从 GHZ佯谬的形式入手：
引理 5.1 图态的无向图表示形式中存在的子图——长度为 3 的路径图 𝑃3,

其所有稳定子的乘积写成 Pauli算符后，前面将包含一个负号。

证明 我们记这个路径图为 2—1—3. 首先，对于这些顶点连接到的子图外
的顶点来说，稳定子贡献的 Pauli算符永远都是 𝜎𝑧 ,彼此对易，不会出现负号。所
以只需关注这三个顶点，它们只可能有两种连接形式：线性连接（2—3断开）或
者全连接（2—3连通）。对于顶点 1来说，其上面的算符永远都是 𝜎𝑧𝜎𝑥𝜎𝑧 = −𝜎𝑥 ,
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出现一个负号。对于另外两个顶点来说，不连接的时候算符分别是 𝜎𝑥𝜎𝑧 和 𝜎𝑧𝜎𝑥 ,
前面系数乘积总是 1；连接的时候算符分别是 𝜎𝑥𝜎𝑧𝜎𝑧 和 𝜎𝑧𝜎𝑧𝜎𝑥 ,两个 𝜎𝑧 互相抵消，
前面系数乘积仍然是 1. 最后，三个稳定子的乘积表示成 Pauli算符，只在节点 1
出现一个负号。 ∎
有了这个引理，我们就可以考虑图态中的一个星图，在其中选取奇数个通过

中心点的路径图，然后辅以其他算符的乘积，使得每个泡利算符最终出现偶数

次，这样就保证非互文隐变量理论的赋值永远为 −1.下面的定理 5.2给出我们的
构造方法。

定理 5.2 给定图态 |𝐺⟩ , |𝑉 (𝐺)| = 𝑚,其无向图表示的邻接矩阵为 𝐶,且第 1个
顶点与第 2 ∼ 𝑛个顶点均相连：𝐶1𝑘 = 1, 𝑘 ∈ {2, … , 𝑛}.记顶点 𝑖对应的稳定子为 𝑆𝑖,
那么对于表 5.1中可观测量 {𝐸}的测量，将导致一个“全对无”佯谬。
定理 5.2的证明较为繁复，有兴趣的读者请查阅文末的已发表论文 [4]。证

明的思路则与构造过程非常接近，只需要证明每个稳定子最终出现偶数次，以及

子图 𝑃3对应的乘积形式最终出现奇数次即可。

5.2.1 量子态验证

定理 5.2另有一个很强的推论：
推论 5.3 当 𝑛 = 𝑚 为奇数时，导致定理 5.2中描述的“全对无”佯谬出现

的量子态是唯一的。

证明 定理 5.2 中的 𝑛 + 1 个算符，任何 𝑛 个都可以用来重新生成稳定子
{𝑆1, … , 𝑆𝑛},由图态的构造方法可知，稳定子的基态是唯一的。 ∎
作为应用，首先对于所有 5量子比特的图态给出“全对无”佯谬的构造方

{𝐸} ∶=
(𝑛为奇数)

{(−1)𝑎𝑖𝑆𝑎𝑖1 𝑆𝑖𝑆𝑖+1 | 𝑖 ∈ {2, ⋯ , 𝑛 − 1}}
∪ {𝑆1} ∪ {𝑆𝑎𝑛1 𝑆𝑗 | 𝑗 ∈ {2, 𝑛}} .

{𝐸} ∶=
(𝑛为偶数)

{(−1)𝑎𝑖𝑆𝑎𝑖1 𝑆𝑖𝑆𝑖+1 | 𝑖 ∈ {2, ⋯ , 𝑛}} ∪ {𝑆1}.

记号的定义

𝑎𝑖 = 1 + 𝐶2𝑛 +∑𝑛−1
𝑘=2,𝑘≠𝑖 𝐶𝑘(𝑘+1),

𝑆𝑎𝑖1 = {𝑆1, Mod[𝑎𝑖, 2] = 1,
𝕀2, Mod[𝑎𝑖, 2] = 0,

, 𝑆𝑛+1 = 𝑆2.

表 5.1 图态中“全对无”佯谬的构造。图态的无向图表示的邻接矩阵为 𝐶,顶点 𝑖对应的稳
定子为 𝑆𝑖.

70



第 5章 图态中的量子互文“全对无”佯谬

1

2

3 4

5

1

2

3 4

5

1

2

3 4

5

1

10

102

103

0.

0.5

1.

3 6 9
N

图 5.3 5量子比特的图态、局域等价、以及量子态验证。左上图给出所有在局域补图操作
下不等价的 5量子比特图态。右上图是一个局域补图操作的过程，经过两次蓝点处
为中心点的局域补图操作，得到一个与 |LC5⟩局域等价的图态，它包含一个中心顶
点，适合使用定理 5.2构造“全对无”佯谬，并且使用定理 5.3进行图态的量子态验
证。下图是量子比特数 𝑛 ⩽ 9时，可通过局域补图操作转化为包含中心点的图的个
数（橙红色）和在所有图态中所占的比例（紫色）。

法。在这个构造中希望展示的是局域补图操作与定理 5.2配合使用的巨大潜力。
首先介绍图态的局域补图 [150] 操作。对于图态 |𝐺⟩中一个顶点 𝑎进行局域补图
操作，将得到一个新的图态 |𝜏𝑎(𝐺)⟩ = 𝑈 𝜏𝑎 (𝐺)|𝐺⟩,其数学形式是：

𝑈 𝜏𝑎 (𝐺) = 𝑒−𝑖 𝜋4 𝜎
(𝑎)𝑥 𝑒𝑖 𝜋4 𝜎

𝒩 (𝑎)𝑧 .

其中，𝒩 (𝑎) = {𝑏 ∈ 𝑉 (𝐺) ∣ (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐸(𝐺)}指与局域补图操作作用顶点相邻的顶点。
局域补图操作的效果是反转子图 𝑁(𝑎)中顶点的连通性——因此可以证明笔者在
上一节中宣称的结果：星图和完全图描述的是同一个图态。能够使用局域补图操

作互相转化的图态都是局域等价的，因此独立的图态数量大大减少。这个结果在
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我们工作中的意义是，只要能够使用局域补图操作使得图态的表示中出现一个

中心点，那么就可以用定理 5.2构造一个包含了所有顶点的“全对无”佯谬，从
而得到大量新的、且与 GHZ佯谬不同的“全对无”佯谬。
大多数图态都不直接包含一个中心点。然而，通过局域补图操作，极高比例

的图态都可以被转化为包含中心点的等价形式，如图 5.3所给出。一个图态的所
有可能等价形式可以通过计算机编程 [153] 有效地获得。对于 𝑚 ⩽ 9，可以发现
591个可能的图态中，519个都可以进行局域补图获得一个中心点。对于 𝑚 = 9
的情况，有 392个不同的图态可以构造出独特的“全对无”佯谬，并且可以反过
来利用这些佯谬来验证这些图态。

在图 5.3 中给出所有局域不等价的 5 量子比特图态，一共只有 4 种可能的
形式。它们都可以使用局域补图操作转化为有中心点的图，因此又可以借助定

理 5.3进行基于“全对无”佯谬的量子态验证。笔者再给出一个其他文献中未有
过报道的案例。将 5量子比特线性簇态进行局域补图操作得到中心点后，构造
“全对无”佯谬，再利用局域补图的逆操作将图态和“全对无”佯谬中的算符都

转化回去之后，我们得到：

⎧⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪
⎩

[𝐸1 = 𝜎1𝑧 𝜎2𝑦 𝜎3𝑥 𝜎4𝑦 𝜎5𝑧 ] |𝐿𝐶5⟩ = − |𝐿𝐶5⟩ ,
[𝐸2 = 𝕀12𝜎2𝑧 𝜎3𝑦 𝜎4𝑦 𝜎5𝑧 ] |𝐿𝐶5⟩ = + |𝐿𝐶5⟩ ,
[𝐸3 = 𝜎1𝑧 𝜎2𝑦 𝜎3𝑦 𝜎4𝑧 𝕀52] |𝐿𝐶5⟩ = + |𝐿𝐶5⟩ ,
[𝐸4 = 𝜎1𝑥 𝜎2𝑧 𝕀32𝕀42𝕀52] |𝐿𝐶5⟩ = + |𝐿𝐶5⟩ ,
[𝐸5 = 𝕀12𝕀22𝕀32𝜎4𝑧 𝜎5𝑥 ] |𝐿𝐶5⟩ = + |𝐿𝐶5⟩ ,
[𝐸6 = 𝜎1𝑥 𝕀22𝜎3𝑥 𝕀42𝜎5𝑥 ] |𝐿𝐶5⟩ = + |𝐿𝐶5⟩ .

(5.3)

这种只对一个量子态出现的 5量子比特“全对无”佯谬已经被用来构建量子纠错
码 [154]。因此，我们的量子态验证工具给出一种新的构造量子纠错码的方法。

5.3 实验制备四量子比特图态

由于观察“全对无”佯谬需要至少使用 3个量子比特，因此使用单独一个偏
振编码的纠缠光源就不足以完成任务；使用多对光源时则会显著降低计数率。幸

运的是，陈增兵、潘建伟、张永德老师和 Brukner, Zeilinger [155] 的团队设计实
现一个偏振–路径混合编码的双光子四量子比特纠缠光源，大大提高了所需量子
态的计数率。在本工作中，我们借鉴这种混合编码的技术，用一个统一的实验装

置制备所有的 3和四量子比特图态，它们包括 3和四量子比特 GHZ态和四量子
比特线性簇态，依次记为 |GHZ3⟩ , |GHZ4⟩和 |LC4⟩ .

先介绍量子态制备和测量对应的量子线路。我们从一对偏振处于最大纠缠

态 |Φ+⟩ = (|00⟩ + |11⟩)/√2的量子比特状态开始，用两个偏振到路径的 CNOT门获
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图 5.4 观测图态“全对无”佯谬的量子线路实验装置。上图表示使用偏振和路径自由度产

生和测量 4量子比特线性簇态 |LC4⟩和GHZ态 |GHZ4⟩的量子线路。其中，虚线框中
的门操作仅用来生成线性簇态。下图表示量子线路的光学实现。从左到右各个色块

依次表示 (1)光子源，脉冲激光器泵浦一个三明治结构非线性晶体，在空间和时间
补偿后产生两个偏振纠缠光子；(2)初态制备。两个光子被进一步编码为偏振和路径
模式。(3)熔接门。(4)用来制备更丰富量子态的一个非幺正演化，这里用不到。(5)
偏振和路径模式的联合测量，在第 3章中已经介绍。IF:干涉滤光片，HWP:半波片，
QWP:四分之一波片，CP:时间和空间补偿晶体，BD:光束偏移器，PBS:偏振分束
器，P/NPBS:特制的分束器，一半为 PBS，另一半为不依赖偏振的 50:50分束器。

得四量子比特的 GHZ态 |GHZ4⟩ .如果需要实现三量子比特的 GHZ态，只需将
任何一个自由度在 |+⟩上投影测量，剩下三个量子比特就后选择出一个 GHZ态。
要生成线性簇态 |LC4⟩则需要实现两个偏振量子比特之间 CZ的操作，但是我们

将其分解为一个偏振–路径比特之间的 CZ和一个两个偏振量子比特之间的熔接

门，从而将后选择的成功率进一步提高 3倍以上。熔接门的效果相当于使偏振量
子比特投影到 |00⟩ ⟨00| − |11⟩ ⟨11|上，再辅以一些单量子比特操作即可将系统整体
制备到 4量子比特簇态 |LC4⟩。

接下来使用线性光学具体实现这个线路。偏振纠缠光子对的制备和偏振–路
径联合测量在第 3章中都已经有过介绍，这里只重点介绍实验中最精彩的部分：
用熔接门实现四量子比特簇态的制备。首先两个光束偏移器将竖直偏振光子的

波函数转移到下路；水平偏振的光子仍然处于上路。这相当于使得两个路径量子

比特被偏振量子比特做了 CNOT操作，整个双光子态已经是一个 GHZ态。在装
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置的中心，两路光子在一个偏振分束棱镜的两处分别干涉。这里再次使用二次量

子化的语言来分析光量子态的演化。将从左边和上边输入偏振分束棱镜的光子

的产生算符分别记为 𝛼†𝜇𝜈 和 𝛽†𝜇𝜈 ,其中 𝜇 ∈ {𝐻 , 𝑉 }区分光子的偏振模式；𝜈 ∈ {𝑢, 𝑑}
区分光子的路径模式。从右边和下边离开偏振分束棱镜的光子的产生算符则分

别记为 𝛾†𝜇𝜈 and 𝛿†𝜇𝜈 .这样，在偏振分束棱镜上就将发生下述的模式转换：

𝛼†𝐻𝜈 → 𝛾†𝐻𝜈 , 𝛼†𝑉 𝜈 → 𝑖𝛿†𝑉 𝜈 , 𝛽†𝐻𝜈 → 𝛿†𝐻𝜈 , 𝛽†𝑉 𝜈 → 𝑖𝛾†𝑉 𝜈 .

我们进一步记图 5.4中的半波片 #3 ∼ #6角度为 𝜃3/2 ∼ 𝜃6/2,就可以显示地写出到
达偏振分束棱镜的光场波函数，为：

1
√2

[(cos 𝜃3𝛼†𝐻𝑢 + sin 𝜃3𝛼†𝑉𝑢)(cos 𝜃4𝛽†𝐻𝑢 + sin 𝜃4𝛽†𝑉𝑢)

+ (− sin 𝜃5𝛼†𝐻𝑑 + cos 𝜃5𝛼†𝑉 𝑑)(− sin 𝜃6𝛽†𝐻𝑑 + cos 𝜃6𝛽†𝑉 𝑑)] |0⟩ .

再代入模式转换关系，输出偏振分束棱镜的光场波函数即可求得为：

1
√2

[(cos 𝜃3𝛾†𝐻𝑢 + 𝑖 sin 𝜃3𝛿†𝑉𝑢)(cos 𝜃4𝛿†𝐻𝑢 + 𝑖 sin 𝜃4𝛾†𝑉𝑢)

+ (− sin 𝜃5𝛾†𝐻𝑑 + 𝑖 cos 𝜃5𝛿†𝑉 𝑑)(− sin 𝜃6𝛿†𝐻𝑑 + cos 𝜃6𝑖𝛾†𝑉 𝑑)] |0⟩ .

但是，由于最后只进行符合探测，只有同时包含 𝛾 和 𝛿 的输出模式才被记录，因
此，最后我们得到下述的波函数：

1
√2

[(cos 𝜃3 cos 𝜃4𝛾†𝐻𝑢𝛿†𝐻𝑢 − sin 𝜃3 sin 𝜃4𝛾†𝑉𝑢𝛿†𝑉𝑢)

+ (sin 𝜃5 sin 𝜃6𝛾†𝐻𝑑𝛿†𝐻𝑑 − cos 𝜃5 cos 𝜃6𝛾†𝑉 𝑑𝛿†𝑉 𝑑)] |0⟩
= cos 𝜃3 cos 𝜃4 |𝐻𝐻𝑢𝑢⟩ − sin 𝜃3 sin 𝜃4 |𝑉 𝑉 𝑢𝑢⟩
+ sin 𝜃5 sin 𝜃6 |𝐻𝐻𝑑𝑑⟩ − cos 𝜃5 cos 𝜃6 |𝑉 𝑉 𝑑𝑑⟩ .

这样，构造量子态的问题就转化为了求解波片角度的问题。该装置能产生的量子

态非常灵活，例如我们取所有波片角度都为 0,就得到一个 𝜎𝑧 作用过的 GHZ态；
如果我们取 {𝜃3, 𝜃4, 𝜃5, 𝜃6} = {45∘, −45∘, 45∘, 45∘},就恰好得到线性簇态。

5.4 “全对无”佯谬的观测和应用

在观测具体的“全对无”佯谬之前，首先刻画包含两个路径熔接门的工作情

况。其原理与 Hong–Ou–Mandel干涉非常类似，只是因为偏振分束棱镜是偏振依
赖的，因此在后面还要使用半波片对偏振做一个 Hadamard操作，从而擦除原先
光子携带的偏振信息。对于两个路径，我们分别进行 Hong–Ou–Mandel 干涉实
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图 5.5 图态“全对无”佯谬的实验结果。数据点：“全对无”佯谬的成功概率。误差棒对应

于使用泊松计数统计计算的 1𝜎 标准差。灰色点对应线性簇态、紫色点对应 GHZ态。
子图：具体观测的每个事件发生的概率。阴影区域表示 75%可见度阈值给出的可以
有效否定非互文隐变量理论的区域。虚线框：两个光子的 Hong–Ou–Mandel干涉数
据（可见度 0.971）和其高斯拟合曲线。

验，验证两个光子到达偏振分束棱镜时间和波函数空间形貌的重合性。测量结果

在图 5.5中给出，两路干涉的平均可见度达到 97.1%,说明两个到达偏振分束棱
镜的光子高度全同，同时性非常好。

接下来对三种图态分别观测“全对无”佯谬。尽管实验中可能存在一定的误

差，不一定真正能够实现所有概率完美地为 0或 100%,但是少量的不完美性并
不影响佯谬的说服力。通过将“全对无”佯谬转化回非互文隐变量不等式，[156]
指出，对于这种 4个条件给出矛盾的“全对无”佯谬，干涉可见度只要达到 75%
就足以表明互文性的存在。我们的实验结果如图 5.5所示，不仅计数率符合量子
力学的预期，而且干涉可见度大大地超过了临界值：非互文隐变量模型中不会

出现的事件，在实验中出现的概率对于 |GHZ3⟩ , |GHZ4⟩和 |LC4⟩而言，分别达到
96.2%, 94.4%和 90.1%,分别超过了可见度的临界值 93.9, 72.7,和 56.0个标准偏
差。由于 |GHZ3⟩符合定理 5.3的条件，因此实验结果可以用于验证我们制备的
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量子态应当在一定的精度范围内就是 |GHZ3⟩ . 一个自然而然的问题是：能否使
用实验结果推断制备的量子态与目标态之间的保真度？我们下面进一步利用已

经取得的实验数据来研究这个问题。

5.4.1 保真度估计与纠缠目击

将公式 (5.1)中的所有算符和它们对应本征值相乘再求和，得到一个非互文
隐变量不等式：

⟨ℰ⟩𝜓 ∶=
4
∑
𝑘=1

⟨𝑓𝑘𝐸𝑘⟩𝜓
NCHV⩽ 2. (5.4)

其中 𝑓𝑘 ∶= ⟨GHZ3|𝐸𝑘 |GHZ3⟩是算符对应的本征值。我们注意到由于能够进行定
理 5.3中的量子态验证，∑4

𝑘=1 𝑓𝑘𝐸𝑘 的最大本征值必定是非简并的；再由于每个
稳定子都同时出现在 ℰ 的偶数个元素中，因此 ∑4

𝑘=1 𝑓𝑘𝐸𝑘 次大的本征值为 0. 这
说明，求得的任何正的 ⟨ℰ⟩𝜓 值都代表使用的量子态 |𝜓 ⟩与目标态 |GHZ3⟩存在交
叠，且容易算得 ⟨ℰ⟩𝜓 对保真度给出一个下限：

𝐹(𝜓 ,GHZ3) ⩾ 1
4 ⟨ℰ⟩𝜓 . (5.5)

利用实验数据，我们求得对于实验制备的量子态 |𝜓 ∗⟩ , ⟨ℰ⟩𝜓 ∗ = 3.792.按照公
式 (5.5)计算，可知：

𝐹(𝜓 ∗,GHZ3) ⩾ 89.6%. (5.6)

因此，我们不依赖量子态层析就取得制备的量子态和目标态之间的保真度，大大

降低了资源消耗。

进一步地，我们将这个结论推广到任意多体的量子态验证场景中。由于此时

ℰ 的谱的特点与上述 GHZ态的情况仍是相似的，因此得到：
推论 5.4 将可通过“全对无”佯谬进行量子态验证的 𝑛 + 1个算符乘以在图

态下的本征值并求和后，将得到一个非互文隐变量不等式：

ℐ𝑛 =
𝑛+1
∑
𝑘=1

⟨𝑓𝑘𝐸𝑘⟩𝜓
NCHV⩽ 𝑛 − 1. (5.7)

那么测得不等式的值与量子态和目标态的保真度有以下关系：

1
4(ℐ𝑛 − 𝑛 + 3) ⩽ 𝐹(𝜓 , 𝐺𝑛) ⩽

ℐ𝑛 + 𝑛 + 1
2𝑛 + 2 . (5.8)

进一步地，非互文隐变量不等式 5.7被违背：ℐ𝑛 ⩾ 𝑛 − 1;将导致：
1. 量子态与目标态的保真度至少达到 50%;
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图 5.6 非互文隐变量违背与量子态和目标态保真度的关系。图中给出目标态 5量子比特所
有图态的情形。彩色区域意味着至少有两个量子比特处于纠缠态，违反非互文隐变

量不等式等于观测到真多体纠缠。

2. 量子态不可能被写成任何两个子系统直积的形式。

证明 公式 (5.8)是 ℰ 的谱的特点导致的结果。注意到 ℰ 次大的和最小的
本征值分别为 𝑛 − 3和 −𝑛 − 1,用它们分别和最大的本征值组合，再计算所得态与
目标态的保真度以及其对于不等式 (5.7)的违背，即得到所需结果。
对于后两个命题的证明：

1. 是上面保真度估计的直接推论。在图 5.6中，给出应用在四种 5量子比特
图态上的结果。注意由于这些图态有着不同的 Schmidt数，因此当按照对
应的不等式所求出的值大于彩色区域的左侧边界时，表示量子系统已经存

在纠缠——没有任何直积态和目标态能够达到这么高的保真度。

2. 是因为若使用目标态与另一个本征态线性组合，获取到能够分解为子系统
直积形式的态时，目标态所占的比例必须不超过 50%.

因此，上面的证明过程，展示了我们构造的“全对无”佯谬在保真度估计和纠缠

目击方向上的应用潜力。 ∎

5.4.2 量子导引的“全对无”佯谬

上面我们已经针对 𝑛 为奇数时图态的“全对无”佯谬和量子态验证进行了
一系列的实验。相比之下，对于 𝑛为偶数的情形还没有仔细展开研究。当“全对
无”佯谬不能用于量子态验证时，它有没有其他的作用呢？陈景灵老师 [157]等
最先指出，“全对无”佯谬也适合用于研究量子导引 [158] 这种不对称的非经典
特性，并且由李传锋和许金时研究组对相应工作展开了实验验证 [159]。在本工
作中，我们发现该方法也可以被推广到多体图态系统中，以“全对无”佯谬的形
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图 5.7 图态“全对无”佯谬的实验结果。左：根据 Alice一方的测量选择和结果，计算得到
的 Bob的条件态的主本征值。右图：计算得到的导引参数 ℐ𝑠 与定域隐态模型预测

ℐ𝑠 = 1之间的矛盾。误差棒对应于通过计数统计计算的 1𝜎 标准差。

式观测到偶数个量子比特之间的量子导引现象。由于量子导引对于隐变量模型

的要求较非定域性和互文性要来得宽松，因此我们的工作实现了“全对无”佯谬

对于更广泛范围量子非经典特性的观测。

我们只展示一个案例的构造。考虑四量子比特线性簇态 |LC4⟩ ,其中前两个
粒子被一个观察者 Alice持有，后两个粒子被另一个观察者 Bob持有。Alice可
以导引 Bob指的是当 Alice对持有的粒子施行测量时，Bob持有粒子的状态不能
被解释为是从一个定域的隐态集合中选出的 [158]。类似于 Fine定理中的表述，
这一现象可以表述为 Alice和 Bob观测时得到的全局联合概率，不能被下面的定
域混合隐变量–隐态模型所描述：

Pr(𝑎, 𝑏|𝑥, 𝑦) = ∫𝜇 Pr(𝑎|𝑥, 𝜇)Tr(𝜌(𝜇) Π̂𝑏,𝑦 )𝑑𝜇.

对应到四量子比特线性簇态的情况时，该定域隐态模型将会导致 Alice以任意两
组测量基对手上的两个量子比特进行正交完备测量时，Bob 一方隐态的最大本
征值之和都为 1. 但是，实际上 Alice可以选择使得测量之后 Bob方的态接近一
个纯态，此时隐态的最大本征值之和将为 2,这样就出现了一个 “2=1”的矛盾。
为了在实验中实现这个导引佯谬，我们使得 Alice的两组测量基分别是 𝜎𝑧 ⊗

𝜎𝑧 和 𝜎𝑦 ⊗ 𝜎𝑥 ,对应于这两组测量基，Bob分别测量两个算符 𝜎𝑥𝜎𝑥 + 𝜎𝑦𝜎𝑦 和 𝜎𝑦 ⊗
𝜎𝑥 + 𝜎𝑥 ⊗ 𝜎𝑦 的期望值。由于这两个算符的谱均为 {2, 0, 0, −2},因此绝对值较大的
本征值将可以用来判定 Bob的态有多么接近纯态——这正是上面保真度估计部
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分我们使用的技巧。在实验中，我们测得 8个条件态的本征值如图 5.7所示，它
们的和达到 1.805 ± 0.014,超出定域隐态模型的上限 59个标准差，从而实现了使
用“全对无”佯谬进行量子导引的目击。

5.5 小结

通过构造“全对无”形式的佯谬，我们实验观测到图态中广泛存在的非定域

性。我们的理论方法包括量子态验证、保真度估计、纠缠和量子导引目击等一系

列应用，并且有可能进一步发展为构建新型量子纠错码的方法。我们从实验上设

计了一个灵活的光路，可以以高精度实现一大类四量子比特态，包括所有四量子

比特图态的制备和任意测量，从而帮助了“全对无”形式互文性的观测。我们希

望该研究能够进一步扩展“全对无”佯谬作为互文性的一种新颖的观测手段，在

量子力学基础和量子计算中的应用。
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第 6章 互文性与前–后选择型佯谬：量子柴郡猫交换诡笑

前两章中介绍的研究都是从非常严肃的数学工具导出互文性的一些特点，

然后加以实验观测。这一章介绍一个思路与前两章迥然不同的工作，这里

和第 2章一样，都要请一只猫作为研究的主角。先介绍《爱丽丝漫游仙境》[160]
中的角色柴郡猫 (Cheshire cat). 它有着千变万化的能力，可以随时隐去身体，只
留下一个诡笑在空中漂浮：

‘All right’, said the Cat; and this time it vanished quite slowly, beginning with the 

end of the tail, and ending with the grin, which remained some time after the rest of it 

had gone. 

‘Well! I’ve often seen a cat without a grin’, thought Alice, ‘but a grin without a cat! 

It's the most curious thing I ever saw in my life!’ 

—Alice’s Adventures in Wonderland, by Lewis Carroll 

图 6.1 柴郡猫的故事。柴郡猫是一个可以随时随地出现和消失的迷之生物。当柴郡猫消失

时，只留下一个孤独的诡笑飘在空中。图片取自电影 Alice in Wonderland.

看到这样场面的爱丽丝难免会感到诧异。在现实生活中，即使猫会笑，这个笑也

是猫的一个属性。不应该出现一个不属于猫本身的诡笑。就像在光学和量子力学

中，偏振是光子的一个属性，出现一个不包含偏振的光子或者一个不依附在任何

光子上的偏振都非常诡异。然而，Aharonov et al. [63]使用包含前–后选择的量子
系综，设计了一个后来被人们喜闻乐道的思想实验，导致光子的偏振跑到光子根

本不存在的地方。这种前–后选择的系统中物质与其属性分离的现象，就得名量
子柴郡猫现象。
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量子柴郡猫的概念一经提出，就由于其反直觉的特性和奇特的预言受到广

泛关注，并首先由 Denkmayr et al. [161]使用中子干涉仪进行了实验观测。然而，
对该问题研究的焦点在于使用经典光 [162] 或者单光子干涉 [163] 都能够看到类
似的现象，而且可以用经典光的干涉理论完全解释看到的现象 [164]，因此该现
象何以能够被称作量子柴郡猫现象，而不是“经典柴郡猫”现象，就值得商榷。

发现最简态无关量子互文性证明的郁司夏老师和胡祖协老师指出 [66]，量子柴
郡猫现象就是量子互文性在前–后选择下的体现，因此既然能够使用经典光或者
后选择的单光子观测到互文性，就当然能够用经典光或单光子观测到量子柴郡

猫现象。从另一个角度上，如果构成柴郡猫的实体不能被经典波动理论描述，那

就可以创造出真正的量子柴郡猫，这正是 Das et al. [165]的理论工作以及我们实
验工作的入手点。然而，我们实验工作的另一大贡献在于，开发了基于虚时演化

的弱值实部提取方法，极大地减少了弱测量的量子资源消耗。

我们关于两只量子柴郡猫隔空交换诡笑的实验工作已经由许小冶老师等撰

写中文版研究亮点故事 [166]，其内容丰富，介绍详尽，因此我向仅对于柴郡猫
隔空交换诡笑工作感兴趣的读者推荐直接阅读研究亮点。在本文中就不再按照

构思实验的顺序来介绍该工作的内容。相反，笔者将以互文性作为支撑起理论工

作的核心，以虚时演化作为实验介绍的重点。希望从这两个全新的视角讲述一个

不一样的量子柴郡猫的故事。

6.1 追踪量子演化的过程

在柴郡猫的世界，人们关注的是这个魔法小精灵行进的轨迹。例如，已经知

道柴郡猫今天从斯德哥尔摩前往了哥本哈根，那么要研究的是，究竟柴郡猫是从

波罗的海一路前往目的地，还是从林雪平、玛尔摩辗转前往，亦或是实际上它中

途绕道了大西洋对岸的安娜堡？在量子柴郡猫的世界，情况也是类似的，人们关

注一个量子系统在已知初态和末态的情况下，演化过程中究竟发生了什么，如

果在某处蹲守，则是否能够一睹柴郡猫的芳容。这种已知初态和末态的系统，在

习惯上称为前–后选择的系统，而对它们的研究就需要使用双态矢描述的数学语
言；最终，柴郡猫的踪迹则由称为弱值的量决定。

6.1.1 双态矢描述和弱值

假设一个量子系统被制备在初态 |𝜓 ⟩ ,并在末态 |𝜙⟩被测量到，我们就记该过
程的双态矢描述为 ⟨𝜙| ⋅ |𝜓 ⟩ .在过程中量子系统的状态，将同时取决于处在其时间
过去的初态 𝜓 和处在其时间将来的末态 𝜙.粗看起来，这似乎又会违反狭义相对
论——未来发生的后选择决定了当前时刻的演化状态。然而要注意双态矢描述
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的建立已经要求知道系统的末态，因此所有的结果都是在演化完成之后，通过后

选择挑出了成功演化到了末态的一部分系综；舍弃另一部分演化失败系综的操

作，改变了演化过程中间可能发生的事件。因此，双态矢描述是一种对已经发生

演化的逆因果推断，它为已发生的演化给出一种形象的描述。

弱值就是用来描述已发生的演化的一种数学语言，可以非常粗糙地认为一

个可观测量的弱值就是该可观测量在双态矢描述的演化过程下的平均值。正式

地来说，可观测量 �̂� 在双态矢描述 ⟨𝜙| ⋅ |𝜓 ⟩下的弱值 [111]被定义为：

⟨�̂�⟩𝑤 =
⟨𝜙|�̂�|𝜓⟩
⟨𝜙|𝜓 ⟩ .

从操作意义上，一个算符的弱值可以被认为是给出了算符与演化系统之间耦合

的强度 [112]，因此，如果用一个算符将量子系统和一个指针态耦合，那么指针
态在耦合期间的变化率就正比于弱值。但是，弱值有非常奇特的特点，例如厄米

算符的弱值也可以是虚数，而且其取值空间远远超出算符本身的谱范围。在光

学上，这个效应已经首先由 Pryde et al. [167]等人给出展示，测出在接近正交的
前–后选择下，一个光子 𝜎𝑧 的弱值高达 20以上。何以这种性质奇异，连可观测
量都不是的弱值能够与物理实在建立对应？下一节就旨在解释其中的联系。

6.1.2 一个例子：光子，你到过哪里？

由于弱值可以表征演化过程中可观测量与双态矢的耦合情况，因此当使用

一个投影算符作为可观测量时，其在演化过程中某一处的弱值就代表了双态矢

是否到达过这一处。其中，“到达过某处”指的是该特定的位置同时是初态和末

态波函数的支撑。为了展示这个概念，下面介绍 Danan et al. [168]的著名实验：
追踪一个前–后选择的光子在Mach–Zehnder干涉仪中的轨迹。
首先考虑如图 6.2所示的一个标准的 Mach–Zehnder干涉仪，在干涉仪的两

路分别加上一个振镜系统，这样通过在振镜上增加一定频率的周期性振动信号，

就可以周期性地通过倾斜改变收集效率，使得探测器记录到该振动导致的功率

变化。反过来考虑，如果探测器记录到一个功率变化，而其频率刚好等于某处振

镜的振动频率，则说明该处的振镜对于光子有作用——也就是光子到达过这里。

反之，如果功率频谱在对应于一个振镜频率处为 0,则说明光子没有到达过该振
镜标记的位置。这与图 6.2中观察到的现象符合：当将干涉仪调节到输出端刚好
是最大功率时，探测器观察到功率频谱在对应两个振镜频率处都为非 0的；当移
除干涉仪最后的一个 50:50分束器时，看到功率频谱就只剩下输入探测器一路的
振镜对应的频率分量了。

现在用弱值来说明观察到的现象。我们使用简单标记的态矢和双态矢：例

如 |𝐴⟩就表示通过 A处的光子波函数。那么对应于面板上方的图，双态矢的初态
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图 6.2 追踪光子的轨迹，其一。使用振镜系统可以标记光子到达的位置。从输出的功率计

上读出光子同时经过了 Mach–Zehnder干涉仪的两臂。如果去除了使得干涉仪闭合
的分束器，那么只有正对探测器一路振镜的功率调制才被记录下来。图片取自参考

文献 [168]。

和末态就均为 |𝜓 ⟩ = |𝜙⟩ = (|𝐴⟩ + |𝐵⟩)/√2.通过 𝐴, 𝐵两处的光子分别对应投影算符
Π𝐴 = |𝐴⟩ ⟨𝐴| , Π𝐵 = |𝐵⟩ ⟨𝐵| .按照弱值的定义，有：

⟨Π̂𝐴⟩ = 1
2, ⟨Π̂𝐵⟩ = 1

2.

也就是每个光子总是都通过两个振镜。对应于面板下方的图，双态矢的初态和末

态分别为 |𝜓 ⟩ = (|𝐴⟩ + |𝐵⟩)/√2, |𝜙⟩ = |𝐵⟩ .此时，求得：

⟨Π̂𝐴⟩ = 0, ⟨Π̂𝐵⟩ = 1.

也就是光子不再能够经由 A振镜到达接收端，所有到达的光子都来自于 B.这样，
我们就非常浅显地展示了弱值与光子轨迹的关系：如果弱值为 1,表示光子完全
经由某处到达末态；弱值为 0表示到达末态的光子不经过这里；弱值介于 0和 1
之间表示光子除了经过这里之外，也通过其他路径到达末态。

接下来考虑图 6.3中精彩的例子，在 Mach–Zehnder干涉仪的一臂嵌套另一
个Mach–Zehnder干涉仪。在上面板中，插入的干涉仪不起作用，两个干涉仪都
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图 6.3 追踪光子的轨迹，其二。使用级联的 Mach–Zehnder干涉仪来体现光子在干涉仪中
奇特的轨迹。在下面板中，光子似乎没有经过 E,F两处，却到达了 A,B两处，因此，
光子的轨迹不连续。图片改编自参考文献 [168]。

使得光子完全进入探测器。不出意外，我们看到所有振镜的调制再次都被记录在

最终的功率频谱中。

在下面板中，干涉仪的相位设置则有所不同。与上面板相比，只调整了最内

部干涉仪 A,B两路之间的相位，使得光子完全被隔离而不再前进，从而也不再到
达探测器。其它相位设置则是不变的。奇特的现象出现了：虽然此时到达探测器

的光子完全来自于 C,但是记录下来的频谱却仍然包含了来自 A,B的贡献；更有
趣的是，从初态经由 A,B到达末态的必经之路上设置两个振镜 E,F,直观而言如
果光子到达过 A,B,那么也必然经过 E,F,然而这两个振镜的功率调制却没有被记
录在最终的结果中。换句话说，光子凭空穿越了 E,F两处，到达了 A,B组成的内
部干涉环。于是，构造出了一个非常反直觉的现象。

解铃还须系铃人。前–后选择系统中反直觉的现象，使用弱值语言反倒好解
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释。我们对于下面板的情况再次写出光子的初态和末态：

⎧
⎨
⎩

|𝜓 ⟩ = 1
√3

(|𝐶⟩ + √2 |𝐸⟩) = 1
√3

(|𝐶⟩ + |𝐴⟩ + |𝐵⟩),

|𝜙⟩ = 1
√3

(|𝐶⟩ + √2 |𝐹 ⟩) = 1
√3

(|𝐶⟩ + |𝐴⟩ − |𝐵⟩).

再次代入弱值的定义，计算得到：

⟨Π̂𝐴⟩ = 1, ⟨Π̂𝐵⟩ = −1, ⟨Π̂𝐶⟩ = 1, ⟨Π̂𝐸⟩ = 0, ⟨Π̂𝐹⟩ = 0.

这样，就解释了在功率谱中看到的奇怪现象：光子似乎在内部的干涉仪中“转

圈”，从 A处行进的光子对于末态的贡献被从 B处返回初态的光子所抵消。因此，
这个无起点无终点的光子没有通过 E,F 也就是合理的了。注意投影算符的谱为
{0, 1}二值的，⟨Π̂𝐵⟩ = −1是一个奇异弱值，它落在投影算符的谱之外，因此导致
了前–后选择型系统中奇妙的行为。Vaidman [169]进一步指出，可以假设一个光
子如图 6.3中的绿色虚线所示，从探测器经过装置返回激光器，前进和返回光子
交叠的区域就是实际上光子通过的区域。可以看出，这种形象的描述与弱值给出

的预言是等价的。

当然，上面的解释都是双态矢描述的一家之辞，可能只有熟悉场论的读者才

会对于出现一个无起点无终点的光子感到稍微习惯一些，专注量子信息的读者

很可能认为该描述属于奥卡姆剃刀 (Occam’s razor)的作用范畴——“如无必要，
毋增实体”。如果按照量子力学的标准描述，又应该如何理解呢？按照标准量子

力学的诠释，当然是根本没有光子从 B处返回初态，所见到的现象都是单光子
干涉的结果。仍然只讨论图 6.3下面板的情况，经由 E,F到达探测器的光子被阻
隔的原因是 A,B两处的干涉相位使得光子离开光路，调整 E,F处反射镜的角度不
能改变内部干涉仪干涉相消的情况。因此，被记录下来的功率抖动都是由于 A,B
的调制破坏了干涉相消的条件导致的。这样，我们就从量子力学的标准描述中，

恢复出了双态矢描述的结论。

从上面的讨论可以看出，双态矢描述是对于前–后选择量子系统的一个形象、
方便的理解，但是决不是必须的理解。基于双态矢描述的佯谬，反映的是量子系

统与经典认知、物理直觉之间的矛盾，那么接下来一个问题：它能否被提高到

与之前介绍的量子力学与非互文隐变量模型之间矛盾类似的定量数学理论高度？

接下来就以量子柴郡猫为例，介绍何以前–后选择型佯谬实际上就是互文佯谬。

6.2 互文性与量子柴郡猫佯谬

现在有了对于双态矢描述和弱值的介绍，我们就可以将其用于研究本章开

头所提到的量子柴郡猫佯谬了。一个形象的描述如图 6.4所示，柴郡猫和诡笑分

86



第 6章 互文性与前–后选择型佯谬：量子柴郡猫交换诡笑

图 6.4 量子柴郡猫的概念图。在一个 Mach–Zehnder干涉仪内，柴郡猫和诡笑分别沿着两
个路径前进，导致一个凭空出现的诡笑。图片取自参考文献 [161]。

别沿着两个路径前进，导致柴郡猫完全不存在的地方，存在一个凭空出现的诡

笑。先具体介绍在Aharonov et al. [63]的思想实验中，这个佯谬是如何实现的。此
时，柴郡猫对应一个光子，而诡笑则对应光子的偏振。我们将看到，通过合适地

选择前–后选择的双态矢，可以使得光子和偏振如同柴郡猫和它的诡笑一样，分
离在两个不同的空间区域。

6.2.1 量子柴郡猫的笑脸去哪儿了

我们使用第 3章中出现过的偏振–路径复合系统来表述实现量子柴郡猫效应
的实验装置。我们记一个光子的状态为 | ⋅ ⟩pol | ⋅ ⟩path , 其中第一个量子比特是偏
振，第二个量子比特是路径，可以取 |𝐿⟩或 |𝑅⟩ ,代表光子在 Mach–Zehnder干涉
仪中走了哪一边。

为了实现量子柴郡猫效应，可以使用如图 6.5所示的线性光学装置。对于前
选择（态制备）部分，使用水平偏振的光子输入，其它操作的原理一望即知，制

备出的量子态是：

|𝜓 ⟩ = |𝐻⟩pol (|𝐿⟩ + |𝑅⟩)path/√2.
对于后选择部分，实现起来稍微复杂一些。后选择的原理是选出使得探测器 𝐷1
响应的光子，那么这个光子在通过偏振分束棱镜前应当处于偏振状态 |𝐻 ⟩pol ,这
样在 BS2前其状态就应当是 |𝐻 ⟩pol (|𝐿⟩ + |𝑅⟩)path/√2.但是，在右侧一路还有一个
半波片，其作用是偏振上的 𝜎𝑥 操作，因此，最终到达探测器的光子，在后选择
开始处应当处于状态：

|𝜙⟩ = 1
√2

(|𝐻⟩pol |𝐿⟩path + |𝑉 ⟩pol |𝑅⟩path).
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图 6.5 量子柴郡猫的思想实验装置图。在一个Mach–Zehnder干涉仪内，选取合适的前–后
选择双态矢，使得光子和自旋分别沿着两个路径前进，形成一个不携带自旋的光子

和一个凭空出现的自旋。PS:相位调节器，HWP:半波片，BS: 50:50分束器，PBS:
偏振分束棱镜。图片取自参考文献 [63]。

现在我们问：在这个双态矢演化的过程中，光子和它的偏振分别走了 Mach–
Zehnder干涉仪的哪条路径？
由于是研究一个前–后选择系统，使用弱值来描述将会很方便。首先定义能

够追踪量子柴郡猫（光子）和诡笑（偏振）的算符。对于光子本身，仍然使用投

影算符 Π𝜈 = |𝜈⟩ ⟨𝜈| , 𝜈 ∈ {𝐿, 𝑅}.对于偏振来说，由于确定偏振的位置必须也在某个
路径上进行，因此使用偏振的 Pauli算符和投影算符的直积来表征偏振所处的位
置。具体来说，此时的可观测量选取为 𝜎𝑥 ⊗Π𝜈 , 𝜈 ∈ {𝐿, 𝑅}.有了这两个算符，接下
来只需代入双态矢求出弱值即可确定光子所处的位置。

首先考虑光子本身的位置，计算结果为：

⟨Π𝐿⟩𝑤 = 1, ⟨Π𝑅⟩𝑤 = 0.

简单地解释：到达末态的光子必定走了干涉仪的左路。

接下来考虑光子偏振的位置，计算结果为：

⟨𝜎𝑥 ⊗ Π𝐿⟩𝑤 = 0, ⟨𝜎𝑥 ⊗ Π𝑅⟩𝑤 = 1.
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仍然可以被简单地解释为：到达末态的光子偏振 𝜎𝑥 一定来自于干涉仪的右路。
但是此时反常的现象就出现了：这意味着光子和偏振在干涉仪中分开了，在干涉

仪的右侧，有一个不依附在光子上的自旋，也就是一个没有柴郡猫的诡笑！

6.2.2 从 Peres–Mermin方块中找到量子柴郡猫

上面已经使用 Aharonov的思想实验，完整地表述了量子柴郡猫的概念，但
是仅仅停留在双态矢描述和反直觉的高度。如果使用经典电磁波的干涉，而完全

不借助弱值等概念，一样可以将该现象完美地解释所见到的现象。究竟量子柴郡

猫现象带给了我们什么样的新知识呢？这一节中，我们将展示如何把量子柴郡猫

的反直觉佯谬和非互文隐变量理论和量子力学之间的矛盾联系起来。

我们回头审视在量子柴郡猫佯谬中出现的这些变量，从它们的关系中消去

柴郡猫的伪装，把它还原为一个互文性的佯谬。具体来说，就是要考虑分别对于

初态和末态而言，哪些量的值是确定的。现在不考虑具体的物理系统，直接把

对应偏振和路径的下标变回 1,2. 因为定义两个弱值的变量要么是路径的投影算
符，要么是偏振的 Pauli算符，为了方便起见，我规定它们到计算基矢的映射为

|𝐻 ⟩pol ↔ |0⟩1,2 ↔ |𝐿⟩path , |𝑉 ⟩pol ↔ |1⟩1,2 ↔ |𝑅⟩path .这样，就可以方便地用 Pauli算
符来进行运算。对于初态而言，写出所有处于本征态的 Pauli算符的本征值：

|𝜓 ⟩ = |0⟩ (|0⟩ + |1⟩)/√2 ∶ 𝜎 (1)𝑧 |𝜓 ⟩ = + |𝜓 ⟩ , 𝜎 (2)𝑥 |𝜓 ⟩ = + |𝜓 ⟩ , 𝜎 (1)𝑧 𝜎 (2)𝑥 |𝜓 ⟩ = + |𝜓 ⟩ .
(6.1)

因为末态是一个 Bell态，它不是这些算符中任何一个的本征态。这是非常合理
的，因为初态和末态是某个算符的两个本征值不同的本征态，那么它们必定正

交，因此投影概率为 0. 然而，可以使用投影算符把这些 Pauli算符形式的公式改
写为：

⟨𝜙 | Π−(1)𝑥 | 𝜓⟩ = 0,
⟨𝜙 | Π−(2)𝑧 | 𝜓⟩ = 0, (6.2)

⟨𝜙 | Π+(1)𝑥 Π+(2)𝑧 + Π−(1)𝑥 Π−(2)𝑧 | 𝜓⟩ = 0.

其中，Π±𝜅 = (𝕀2 ± 𝜎𝜅)/2.这些算符就是 Peres–Mermin方块的第一行（见图 2.2）。
这说明，对于到达末态的这一部分光子，下面三个表述都成立：

• 光子的偏振必定为 𝜎𝑥 = +1.
• 光子必定来自于左路 |𝐿⟩ .
• 光子的偏振与路径是“反关联”的：如果光子来自左路 |𝐿⟩ ,那么偏振必定
为 𝜎𝑥 = −1;如果偏振为 𝜎𝑥 = +1,那么光子必定来自于右路 |𝑅⟩ .
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但是，我们马上就可以看出当偏振依附在光子上时，三个表述是矛盾的：不可能

有一种偏振和路径的状态同时满足三个要求。量子柴郡猫佯谬就是这三个表述

的一种妥协——把偏振认为可以独立于光子存在，以一种反直觉的方式，使得公

式 (6.2)中所有的预言能够兼容。
从互文性的角度上来说，公式 (6.2)非常清晰地体现了量子力学与非互文隐

变量理论的矛盾。如果用一个非互文隐变量理论来描述，那么对于二值测量 Π±𝜅
的结果必居两者之一，也就是响应函数必满足 𝑣(Π+𝜅 ) + 𝑣(Π−𝜅 ) = 1.按照非互文隐
变量理论的描述，

⟨𝜙 | Π−(1)𝑥 | 𝜓⟩ = 𝑣(Π−(1)𝑥 ) ⟨𝜙 | 𝜓 ⟩ = 0 ⇒ 𝑣(Π−(1)𝑥 ) ≡ 0,
⟨𝜙 | Π−(2)𝑧 | 𝜓⟩ = 𝑣(Π−(2)𝑧 ) ⟨𝜙 | 𝜓 ⟩ = 0 ⇒ 𝑣(Π−(2)𝑧 ) ≡ 0, (6.3)

必有与弱值中的可观测量对偶的另外两个算符的响应函数 𝑣(Π+(1)𝑥 ), 𝑣(Π+(2)𝑧 )恒为
1,但是，这就意味着：

⟨𝜙 | Π+(1)𝑥 Π+(2)𝑥 | 𝜓⟩ = ⟨𝜙|𝜓 ⟩ = 1
√2

≠ 0,

与公式 (6.2) 的最后一个结论矛盾。从而我们已经将量子柴郡猫佯谬转化成了
Peres–Mermin方块中一个态依赖的“全对无”型互文佯谬。

6.2.3 “量子”柴郡猫？

前面已经提到，完全可以使用经典电磁波的理论再现量子柴郡猫实验中所

有可观测的预言。在图 6.6中，Atherton et al. [162]提供一个精彩的例子。他们使
用激光代替单个量子物体进行实验，也观察到激光与其偏振“分离”的现象。他

们的测量原理是使用中性滤光片和波片分别改变光束的强度和偏振，若在某个
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图 6.6 观察“经典”柴郡猫的实验。左图为实验装置，右图为实验结果。当在干涉仪左侧

衰减激光强度或在右侧改变光束偏振时，对收集端功率有影响，反之没有影响。图

片取自参考文献 [162]。
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路径中的改变对于最后探测的功率没有影响，则说明激光或其偏振没有通过该

位置。实验结果表明，到达探测器的激光全部来自左路，到达探测器的偏振则全

部来自右路。

对于“经典”柴郡猫的实验研究实际上对于不管是弱值还是互文性的量子

特性都具有深刻的意义。应该指出，弱值只是一种语言，是一种对包含前–后选
择物理现象的描述方法；它不是一个物理量，更不是量子力学的一个内禀特征。

对于包含前–后选择的经典系统，完全也可以类似地定义弱值并观测到奇异的效
应 [170]；甚至在该实验中使用的观测方法，也可以被我们在第 3章中介绍的虚
时演化的体系所描述。“经典”柴郡猫的案例很好地体现出，只要两个体系受到

相同的数学定律所支配，它们当然就应该表现出相同的行为。另一方面，要构造

一个真正的“量子”柴郡猫实验，就需要至少使用一个不存在经典对应的实验步

骤。一个思路是针对测量过程，使用双光子干涉进行弱测量，该技术被 Kim et al.
[171]实现；另一个思路是针对制备过程，使用两个纠缠的柴郡猫组构成一个没
有经典描述的量子系统，这就是我们工作的理论思路。

6.3 量子柴郡猫的诡笑交换

构造一个无经典对应的，真正的量子柴郡猫实验，有多个明显的动机。从理

论上来说，多个量子客体和其属性的分离可能能够造成更为奇特的现象，例如如

果能够凭空交换两个粒子的属性，就比纠缠交换 [172]还要有更强的作用；量子
客体从其他客体处获得本身不存在的属性也带有强烈的反直觉色彩。从实验上

来说，要观察这种多个量子与其属性分离和彼此交换的现象富有技术挑战，推动

着新技术的形成。从应用上来说，取得分离多个客体属性的能力有助于实现噪声

免疫的通信。例如如果将光子的波粒二象性分离 [173]，可能两种属性就能分别
获得对于相位噪声和强度噪声的鲁棒性。下面，我就展示我们从 Das et al. [165]
等人的理论工作基础上发展起来的，实现量子柴郡猫诡笑交换的实验方案和结

果。

6.3.1 可观测量和前–后选择态的构造

从一个漫画的概念图出发介绍实验的设计。如图 6.7所示，两只量子柴郡猫
分别可以选择从上路和下路（记为 𝑢=up和 𝑑=down）进入一个单向通道。作为柴
郡猫，他们喜爱将诡笑和自身分离，各选择一个通道进入装置。然而，代价是当

离开装置时，回到自身的变成了另一只柴郡猫的诡笑。这是因为在离开了通过弱

值表征它们诡笑分离现象的区域之后，包含每只柴郡猫诡笑的一路都被引向了

另一只柴郡猫。
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图 6.7 量子柴郡猫交换诡笑的漫画原理图。两只柴郡猫都进入两进一出的单向通道，但是

他们的诡笑均被分开并导向另一只猫，导致最终两只柴郡猫交换了诡笑。诡笑与本

体分离的现象可以通过弱值来进行目击。

现在我展示如何通过选择合适的可观测量和前后选择态，使得上面的童

话故事①能够在一个物理系统中实现。我们仍然使用一个光子偏振–路径的复
合系统 | ⋅ ⟩pol | ⋅ ⟩path 来表征两只柴郡猫的状态。这样，光子位置的可观测量就

是 ⟨𝕀2 ⊗ Π𝜈𝜇⟩ , 𝜇 ∈ {𝑢, 𝑑}, 𝜈 ∈ {𝐴, 𝐵}——它表示光子 𝜈 处在路径 𝜇 上；光子偏
振的可观测量取为 ⟨𝜎𝑧 ⊗ Π𝜈𝜇⟩ , 𝜇 ∈ {𝑢, 𝑑}, 𝜈 ∈ {𝐴, 𝐵}——它表示光子 𝜈 的偏振
𝜎𝑧 处在路径 𝜇 上。物理基矢与计算基矢的对应关系为：|𝐻 ⟩pol ↔ |0⟩1,2,3,4 ↔
|𝑢⟩path , |𝑉 ⟩pol ↔ |1⟩1,2,3,4 ↔ |𝑑⟩path . 我们的装置需要实现两个功能：其一是将
两只柴郡猫的诡笑都与自身分开，其二是实现交换过程，使得每只柴郡猫与先

前不属于自身的诡笑融合。对于第一个目的来说，我们选取前–后选择态表示为

| ⋅ ⟩pol1 | ⋅ ⟩pol2 | ⋅ ⟩path1 | ⋅ ⟩path2的形式，分别为：

|𝜉 ⟩ = 1
√2

[− |Φ−⟩ ⊗ |𝑢𝐴𝑑𝐵⟩ + |Φ+⟩ ⊗ |𝑑𝐴𝑢𝐵⟩] ,

|𝜁 ⟩ = |𝐷⟩⊗2 ⊗ |Ψ−⟩ . (6.4)

其中，偏振的叠加态 |𝐷⟩ = (|𝐻⟩+ |𝑉 ⟩)/√2.如果把物理基矢换成计算基矢，就会发
现前选择态就是第 5章中的 4量子比特线性簇态。代入弱值的定义式，就得到：

⟨Π𝜈𝜇⟩𝑤 = 𝛿𝜇𝑑𝛿𝜈𝐴 + 𝛿𝜇𝑢𝛿𝜇𝐵,
⟨𝜎 𝜈𝑧 ⊗ Π𝑣𝜇⟩𝑤 = 𝛿𝜇𝑢𝛿𝜈𝐴 + 𝛿𝜇𝑑𝛿𝜈𝐵. (6.5)

这样，与公式 (6.2)中的情况类似，实现了两个位置算符与两个偏振算符之间弱
值的反关联。
①图中的柴郡猫并非羊驼。当然，柴郡猫到底为何物，仍以读者的理解为准。
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图 6.8 量子柴郡猫交换诡笑的实验装置。左上图：实验使用的超纠缠光源，产生偏振和路

径都处于最大纠缠态的光子对。右上图：可调谐偏振滤光片的原理，由两个光束偏

移器，两个波片和一个可调谐中性滤光片构成。作用是衰减竖直偏振光子的波函数

振幅。下图：弱值提取和后选择装置。使用可调谐中性滤光片和偏振滤光片得到所

需的弱值，而后偏振–路径联合测量结合符合探测完成后选择。ND:可调谐中性滤光
片，PD:可调谐偏振滤光片，BD:光束偏移器，QWP:四分之一波片，HWP:半波片，
PBS:偏振分束棱镜，IF:干涉滤光片。

对于第二个目的来说，就需要在实验装置上动一些脑筋。我们的实验装置

如图 6.8所示，现在只需要关注下方的面板。在完成弱值的分析后，我们对应公
式 (6.4)分别进行偏振和路径的两步后选择，但是路径的后选择是使用双光子干
涉完成的：使得每个光子所在的路径与另一个光子自旋所在的路径在一个 50:50
分束器上干涉，然后在单光子计数器 {1, 4}之间进行符合探测。这个操作的效果
是收集路径量子比特的单态 |Ψ−⟩ = |𝑢𝐴𝑑𝐵⟩− |𝑑𝐴𝑢𝐵⟩ /√2,而舍弃掉三个三重态：对
于 |Φ±⟩来说，分束器上会出现 Hong–Ou–Mandel干涉，导致光子跑到同一个探
测器里；对于 |Ψ+⟩来说，额外的 𝜋 相位会导致两个光子跑到同一侧的两层探测
器中，具体的原理仍然可由二次量子化下产生算符的演化算得。按照公式 (6.5)
的要求，两只柴郡猫由于量子纠缠的原因，必定分居上下两层；两个诡笑也分居

上下两层，而且分布与柴郡猫是相反的。最后探测时，每层接收到一个完整的光

子，它必定是来自该层的柴郡猫和原先属于处于另一层的柴郡猫的诡笑叠加而

来。这样，我们就使用符合探测技术同时实现了后选择和交换过程。

简单补充一下关于实验中使用的量子光源的介绍，如图 6.8左上面板所示，
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它与我们之前使用的所有光源都不同，是使用连续的紫外激光往返泵浦一个 I型
非线性晶体得到的 [174]。这种光源每泵浦一次产生两个偏振相同的光子，两次
泵浦之间使用一个参量光波长的四分之一波片把第一次泵浦时产生的光子偏振

转了 90 度，因此最后得到的光子偏振态形式是 |Φ+⟩ = (|𝐻𝐻⟩ + |𝑉 𝑉 ⟩)/√2. 然而
其最大的特点是会产生一个环状的参量光子输出区域，因此参量光子对可以分

布在环的任意一对对称位置；只要选出两对分布在矩形四个顶点上的接收位置，

那么光子就总会成对地出现在对称的顶点，因此最后得到的光子路径态形式是

|Ψ+⟩ = (|𝑢𝐴𝑑𝐵⟩ + |𝑑𝐴𝑢𝐵⟩)/√2.总的来说，该光源得到了一个偏振和路径各自最大
纠缠的超纠缠态；再在输出光路的一路加入一个放置在 0度的半波片，就等于进
行了一个 CZ操作，形成一个 4量子比特线性簇态。
为什么需要使用这个往返泵浦的光源，而不是第 5章中已有的光路来生成

线性簇态？答案是因为那个光路中线性簇态的制备已经使用过双光子干涉了，再

次使用会导致首次门操作依赖的符合探测失效。而这里的装置只使用波函数的

空间全同性来制备纠缠 [175]，生成的两个光子能够在末态进行 Bell态测量，这
对于我们的后选择而言是必须的。因此，使用这种依赖光子全同性往返泵浦的光

源是进行本实验的必然选择。

6.3.2 不依赖弱测量的弱值提取

万事俱备，只欠东风。有了前后选择的双态矢和实验装置，量子柴郡猫实际

上已经开始在光路中进行诡笑交换了。然而，如何对这种效应进行观测呢？如果

按照 Pryde et al. [167]或者 Kim et al. [171]等人的方法，使用 CNOT/CZ门进行弱

测量的话，至少还需要一个光子，但是连续光激光器的参量下转换过程每次只能

获得一对光子；如果换成脉冲光泵浦，光源处就需要增加额外的补偿来保证两次

参量过程产生光子的波函数时间重合。加上 CZ门本身对虚时演化参数较高的依

赖，对于实验的资源和精度要求过高。因此，我们考虑使用一个替代受控门操作

的方法实现弱值提取。

前面第 3 章中，笔者已经推导出虚时演化在 ̸𝑡 → 0+ 时，造成的后选择概
率变化和哈密顿量以及演化时间之间的关系。为了行文的完整性，再次写出公

式 (3.9)：

𝑑
𝑑 ̸𝑡

Pr [𝜙|𝜓 ( ̸𝑡)]
Pr [𝜙|𝜓 (0)] = 2Re ⟨𝐻⟩𝑤 ∶= 2Re

⟨𝜙|𝐻 |𝜓 ⟩
⟨𝜙|𝜓 ⟩ . (6.6)

翻译为不使用公式的语言：虚时演化导致归一化后选择概率对于演化时间的导

数，二倍于虚时演化哈密顿量弱值的实部。由于观测量子柴郡猫时，用到的弱值

都是只有实部，因此虚时演化法特别适合应用于我们的工作。为了排除弱值虚

部，只需在后面验证前–后选择双态矢都不包含虚部即可。
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现在我们以路径和偏振位置两种可观测量分别作为哈密顿量，求出所需虚

时演化的形式。对于路径算符来说，

𝑈 𝜈𝜇,path( ̸𝑡𝑛) = exp(−Π𝜈𝜇 ̸𝑡𝑛) = 𝕀2 − Π𝜈𝜇 [1 − exp(− ̸𝑡𝑛)] ,

意思是将光子 𝜈在路径 𝜇上的振幅衰减到原先的 exp(− ̸𝑡𝑛).在实验上，这可以通过
在光子的路径上加入一个可调谐中性滤光片来实现，其透过率为 𝛾𝑛 = exp(−2 ̸𝑡𝑛).
要求解偏振弱值，情况稍微有些不同。如果直接用偏振算符生成虚时演化，我们

将得到：

�̃� 𝜈𝜇,pol( ̸𝑡𝑝) = exp(−𝜎 𝜈𝑧 ⊗ Π𝜈𝜇 ̸𝑡𝑛) = (𝕀2 − Π𝜈𝜇) + Π𝜈𝜇 [cosh( ̸𝑡𝑝) − 𝜎 𝜈𝑧 sinh( ̸𝑡𝑝)] ,

而方括号中的两项都需要进行一个概率幅放大的操作，因此在线性光学中是做

不到的。但是，我们另辟蹊径，再次使用投影算符和 Pauli算符之间相互变换的
技巧，选取 (𝕀2 − 𝜎𝑧)𝜈 ⊗ Π𝜈𝜇/2来生成这个虚时演化。此时，由于算符的谱已经全
部为非负数，虚时演化就可以完全使用衰减来完成：

𝑈 𝜈𝜇,pol( ̸𝑡𝑝) = exp(−Π𝜈𝜇 ̸𝑡𝑛) = 𝕀2 − Π𝜈𝜇(1 − 𝜎𝑧)𝜈 [1 − exp(− ̸𝑡𝑝)] /2
= 𝕀2 − |𝑉 ⟩ ⟨𝑉 |pol Π𝜈𝜇 [1 − exp(− ̸𝑡𝑝)] ,

System
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图 6.9 不依赖弱测量的弱值提取。标准的弱测量中，使用指针态的改变读出弱值。我们和

Dressel et al. [112]证明，不使用指针态，但是允许记录后选择概率的变化，也能等
效地求出造成概率变化的哈密顿量对应的弱值。在本工作中，使用不同演化时间的

虚时演化，对后选择概率和演化时间做线性拟合，以求出弱值的实部。
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意思是将光子 𝜈 在路径 𝜇 上竖直偏振部分的振幅衰减到原先的 exp(− ̸𝑡𝑛).在实验
上，这可以通过在光子的路径上加入一个可调谐偏振滤光片来实现，其使得水平

偏振的光子完全通过，而对竖直偏振光子的透过率为 𝛾𝑝 = exp(−2 ̸𝑡𝑝).可调谐偏振
滤光片实际上是使用两个光束偏移器加上可调谐中性滤光片来组成的，它以非

常直观的原理衰减掉光子中竖直偏振的分量。

有了上面定义的虚时演化操作和它们在实验上实现的方法，就可以通过微扰

法求解弱值了。将上面的可观测量、演化强度和计数率变化的关系代入公式 (6.6)：

⟨Π𝜈𝜇⟩𝑤 = −12
𝑑𝑁 𝜈𝜇,𝑛
𝑑 ̸𝑡𝑛

, (6.7)

⟨𝜎 𝜈𝑧 ⊗ Π𝜈𝜇⟩𝑤 = −12
𝑑𝑁 𝜈𝜇,𝑛
𝑑 ̸𝑡𝑛

+ 𝑑𝑁 𝜈𝜇,𝑝
𝑑 ̸𝑡𝑝

. (6.8)

到此为止，我们已经把弱值的测量问题转化为了符合计数率对于光路中衰减操

作的响应问题。这样，观测量子柴郡猫交换诡笑的所有工具都已经具备，接下来

正式介绍实验的过程。

6.3.3 实验实现

在正式观察量子柴郡猫交换诡笑之前，我们首先检查实验中初态的前选择

和末态的后选择情况，用于说明实验中的双态矢描述符合理论要求。对于前选

择，方法是暂时先移除 50:50分束器，这样就可以分别使用量子态层析分析初态
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图 6.10 量子柴郡猫交换诡笑的初态制备。左右两图分别对应 |𝑢𝐴𝑑𝐵⟩和 |𝑑𝐴𝑢𝐵⟩两个路径上
偏振态的量子态层析结果。
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图 6.11 量子柴郡猫交换诡笑的测量校准。通过在光路中加入可调谐偏振滤光片，可以精确

地测量双光子干涉的相位，再通过倾斜预先放置在光路中的玻璃片角度，就可以将

相位调整到后选择态所要求的位置。

中对应 |𝑢𝐴𝑑𝐵⟩和 |𝑑𝐴𝑢𝐵⟩两个路径组合的偏振状态，按照公式 (6.4)要求，它们分
别应该为 |Φ+⟩和 |Φ−⟩ .实验结果如图 6.10所示，在两个路径上测到的量子态与
目标态保真度分别高达 99.0%和 99.2%,充分说明了态制备极高的精度。
为了检查后选择的执行情况，主要就是校准双光子干涉时的相位，我们在干

涉仪中对应其中一个光子的路径上加一个 ̸𝑡𝑝 = 𝑂(1)的可调谐偏振滤光片，然后
调节干涉仪中的玻璃片角度，从而优化后选择时路径态向 |Ψ−⟩的投影精度。理论
计算结果表明，此时若将可调谐偏振滤光片放置在有自旋 𝜎𝑧 通过的一路时，将
使得符合测量计数率增大，而放置在没有自旋通过的一路时将使得符合测量计

数率减小。因此，我们将可调谐偏振滤光片放置在有自旋 𝜎𝑧通过的一路，并且扫
描玻璃片的角度，使得符合计数率最大，从而实现符合理论预期的后选择。对于

整个角度区间，我们都记录符合计数率，并与理论预言进行拟合。结果如图 6.11
所示，在两路放置可调谐偏振滤光片后，符合计数率的变化都与理论预期符合得

很好，说明我们实验中进行的后选择操作是可信的。

当所有准备工作都完成之后，对于量子柴郡猫交换诡笑的实验观测就可以

顺畅地进行。我们通过调整光路中所添加的可调谐中性滤光片和可调谐偏振滤

光片的位置和透过率，再使用公式 (6.8)进行线性拟合，就可以从符合计数率的
变化中计算出所有待求可观测量的弱值，从而展示两只量子柴郡猫都与自身的

诡笑分离的状态。我们的实验结果如图 6.12所示，计算得到所有所需的弱值为：

⟨Π𝐴𝑢 ⟩𝑤 = −0.01(3), ⟨Π𝐴𝑑 ⟩𝑤 = 1.04(4), ⟨Π𝐵𝑢 ⟩𝑤 = 1.11(4), ⟨Π𝐵𝑑 ⟩𝑤 = 0.06(4),
⟨𝜎𝐴𝑢 ⟩𝑤 = 1.01(3), ⟨𝜎𝐴𝑑 ⟩𝑤 = −0.04(4), ⟨𝜎𝐵𝑢 ⟩𝑤 = 0.10(2), ⟨𝜎𝐵𝑑 ⟩𝑤 = 0.04(3).

其中，使用括号标出小数点后最后一位的不确定度。这个不确定度就是使用泊
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图 6.12 量子柴郡猫交换诡笑的实验结果。上图中给出归一化符合计数率随着加入的可调

谐滤光片的种类、透过率和放置位置的变化情况，ND和 PD分别代表加入中性滤
光片和偏振滤光片的结果。下图表示线性拟合后得到的弱值，以及根据这些弱值观

测到的两个光子隔空交换自旋的形象结果。

松计数统计将所有实验数据重新采样 100次后再拟合，计算出的弱值的 1𝜎 标准
差。它们与公式 (6.5)的预言取得良好的符合。

在图 6.12中，笔者给出一种对于实验结果的形象理解。可以看到，按照计
算出来的弱值，每个最后被探测到的光子都是由先前一个制备出来光子的本体

和另一个光子的偏振所组合而成——紫色的光子带上了金色的偏振，金色的光

子带上了紫色的偏振。到这里，我们就已经完成了对两只量子柴郡猫各自得到另

一只柴郡猫的诡笑这一奇妙现象的观测。使用高阶量子干涉的手段，我们找到了

一个没有经典对应，仅仅出现在量子世界中的柴郡猫佯谬。实验中展示的属性分

离现象，还能够在一定程度上免疫环境特定形式的噪声影响，使得柴郡猫与属性

的分离具有较强的鲁棒性。
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6.4 小结

量子柴郡猫交换诡笑的实验完成后，有幸受到了学术界和媒体的广泛关注。

不少读者对于故事的背景，以及类似“到底两个光子为什么可以隔空交换偏振

属性？”的问题充满好奇。藉撰写本文的机会，我强调：量子柴郡猫交换诡笑是

一个互文性佯谬，是对于人类直觉和符合人类直觉的非互文隐变量理论的一种

挑战。佯谬这个词意味着它不是一个对未知物理世界的新发现，而是发现了两

个已有规律之间的矛盾，并且迫使人们在其中做出选择，至少抛弃一个。我们在

实验中观测到的交换是交换了携带在偏振自由度上的量子信息，我们还做不到

交换例如质量、电荷之类的物质属性本身——我们也不知道如何对于非全同粒

子实现不同属性之间的交换、甚至叠加！然而，尽管好的科学工作需要好的背景

故事来包装，不能复现背景故事中的每一个细节却并不妨碍一项研究成为一个

有意义的工作。我们在研究中发展的基于虚时演化的弱值测量技术，将能够在

非常广泛的场景中取得应用，大大节约量子测量任务所需的资源。我们对于“经

典”柴郡猫的讨论说明：只要两个体系受到相同的数学定律所支配，它们就应该

表现出相同的行为。这个思想催生了量子模拟 [176]这一新兴研究方向，它在近
年来取得了极大的发展。在下面的第 7章中，笔者就将继续展示我们使用量子模
拟的工具，在线性光学系统中实现的对于拓扑系统的等效研究。
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前面几章讨论的基础都是各种量子比特或者高维量子比特。这一章我们转

而考虑一个全新的系统——任意子体系。在拓扑系统中，存在一些称为非阿贝尔

(non-abelian①)任意子的激发模式。和固体振动模式被称为声子一样，我们常常
将其当成一种准粒子。对于这个系统的研究兴趣来自于可以将量子信息编码在

非定域的量子关联中，而这种编码受到拓扑保护，原则上可以指数正比于拓扑

系统规模地免疫任何局域噪声 [177-179]。此外，这种系统的非阿贝尔统计特征
[180] 使得两个粒子交换时，系统波函数既不像玻色子系统那样不变，也不像费
米子系统那样得到一个 𝜋 相位，而是在编码空间中出现一个幺正演化，从而可
以用编织——准粒子之间的位置交换——操作来构造量子门操作。这些性质使

得拓扑量子计算成为了实现容错量子计算的一种有吸引力的方法。

马约拉纳费米子 (Majorana fermion)的边缘零能量模式（也常被称为马约拉
纳束缚态，但我们在本文中将简称为马约拉纳零模）是非阿贝尔任意子最广为人

知的例子。虽然有一些实验特征支持马约拉纳零模的存在②，然而这些系统中的

非阿贝尔统计性质仍然难以被观测到。实现马约拉纳费米子的编织，一个最重要

的障碍就是这些系统受到环境中泄漏出来的准粒子的污染，这种机制被称为准

粒子中毒 [181]。这种机制极大地减少以马约拉纳零模编码的量子态的相干时间，
从而为实现基于马约拉纳零模的拓扑量子计算带来了重大挑战。

7.1 从仲费米子到光量子模拟

为了克服马约拉纳费米子的上述缺点，有些科学家提出使用其它性质更奇

异的非阿贝尔任意子来编码量子信息。其中一个具有代表性非阿贝尔任意子就

是仲费米子 (parafermion). 它具有 ℤ𝑛对称性（𝑛为正整数），是具有 ℤ2对称性的
马约拉纳费米子的自然扩展。Fendley [182]首先指出，仲费米子提供对称保护的
𝑛重简并基态，可用于编码 𝑛-维量子比特。有趣的是，由于在超导分数量子 Hall
系统中存在一对仲费米子组成的的复合拓扑荷 [183-184]，在基于仲费米子的量
子计算中，准粒子中毒可以被有效抑制 [185]。与马约拉纳零模类似，仲费米子
的编织操作只能产生 Clifford算符对应的演化，因此无法独立地用编织操作实现
通用量子计算。然而，人们已经提出了各种方法来使用仲费米子实现通用量子计
①科学家能够得到的最高荣誉：自己的名字成为首字母无需大写的专有名词。
②让我们在本文中假定拓扑量子计算最终是可以实现的。或者，至少是可以实现量子比特从 0到 1的突

破的。

101



第 7章 拓扑保护的互文性：仲费米子的量子模拟

算。一个代表性的方式就是已经在前面提到的，使用魔术态萃取 [84] 渐近地构
成 non-Clifford门，例如 𝜋/8-相位门。为了确定是否可以使用魔法状态蒸馏，可
以使用量子互文性作为判据，对通用量子计算的资源适用性进行测试 [22]。
通过操纵分数量子 Hall态，原则上可以实现对于仲费米子的研究。然而，这

种方案实现起来在技术上极具挑战，直到 2020 年才观察到任意子存在的迹象
[186-187]。另一方面，量子模拟 [188-189]在演示任意子系统的性质方面已经取
得了一系列成果，例如演示任意子的编织效应 [106, 190]和李传锋、许金时老师
课题组对基于马约拉纳零模量子门的光学模拟 [107]。在本章中，笔者将介绍我
们用光量子模拟来研究基于 ℤ3仲费米子的通用量子计算的两个关键要素：

1. 生成 Clifford门的编织操作；以及
2. 作为 non-Clifford门实现资源的拓扑保护的量子互文。
由于我们的光量子模拟器具有极长的相干时间，同时能够实现精确的门操

作，因此非常适合用于观测决定任意子统计性质的 Berry相位。我们使用光束偏
移器网络编码仲费米子状态。我们将展示由于仲费米子的拓扑保护特征，它们的

操作对于门操作中出现的局域噪声具有鲁棒性。由于单光子有限的可扩展性，在

光束偏移器网络中对仲费米子的编码无法使用直积形式进行扩展，因此能够实

现的希尔伯特空间的大小仅随着所使用的空间模式数资源呈多项式增加。然而，

最近已经可以通过空间光调制 [137] 和波前传感 [119] 来同时操控和测量数个空
间模式，这大大扩展了实现大规模光量子模拟的前景。我们希望这种光子模拟将

在不久的将来能够展现拓扑量子算法。

7.1.1 仲费米子的数学描述

先介绍马约拉纳费米子，它们作为零模出现在耦合系数适当的费米子一维

链的末端 [178]。使用 Jordan–Wigner变换，可以将一个费米子链映射成一个自
旋 1/2粒子链。Jordan–Wigner变换的数学形式如下：

𝛾𝑘𝑎 = 𝜎𝑧,𝑘 ∏
𝑗<𝑘

𝜎𝑥,𝑗 ,

𝛾𝑘𝑏 = 𝜎𝑧,𝑘 ∏
𝑗⩽𝑘

𝜎𝑥,𝑗 .

其中 𝛾𝑘𝑚 是对应第 𝑘 个粒子上马约拉纳模式 𝑚 = 𝑎, 𝑏的产生算符，它同时也是湮
灭算符。Jordan–Wigner变换是一个非定域变换，一个费米子模式的状态将被映
射到其一侧的所有自旋 1/2粒子的状态上。由于该特点，映射前的费米子系统的
局部性质与映射后得到的自旋 1/2系统的局部性质截然不同：费米子系统中的局
域噪声不再局限于自旋系统中的一个位置，导致费米子系统中拓扑保护的特点

在自旋系统中不复存在。然而，Jordan–Wigner变换保持变换前后费米子算符的
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谱不变，因此交换操作和探测到的几何位相保持不变。

类似于马约拉纳系统的研究方式，我们研究 ℤ𝑛 仲费米子系统和自旋数更高
的自旋体系的数学对应，但是逻辑方向是相反的——考虑如何从自旋链中获取

仲费米子。这里使用的数学语言叫 Fradkin–Kadanoff变换 [191]。我们首先定义
平移算符 𝜏 和钟表算符 𝜎 ,它们分别是 Pauli算符 𝜎𝑥 和 𝜎𝑧 在高维下的推广：

𝜏 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0 0 … 0 1
1 0 … 0 0
0 1 … 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 … 1 0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, 𝜎 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 0 … 0
0 𝜔 0 … 0
0 0 𝜔2 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 … 𝜔𝑛−1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

,

其中， 𝜔 = 𝑒2𝜋𝑖/𝑛. (7.1)

这两个算符的对易关系是 𝜎𝜏 = 𝜔𝜏𝜎.这样，与 Jordan–Wigner变换类似，我们定
义第 𝑘 个仲费米子的两个模式 𝑎, 𝑏的湮灭算符 𝛼𝑘𝑎, 𝛼𝑘𝑏 分别为：

𝛼𝑘𝑎 = 𝜎𝑘 ∏
𝑗<𝑘

𝜏𝑗 , (7.2)

𝛼𝑘𝑏 = 𝜎𝑘 ∏
𝑗⩽𝑘

𝜏𝑗 . (7.3)

注意，对于 𝑛 ≠ 2的仲费米子而言，产生和湮灭算符不再是简并的。对应地，仲
费米子算符映射到自旋算符的逆变换形式是：

𝜏𝑘 = 𝛼†𝑘𝑎𝛼𝑘𝑏 ,
𝜎𝑘 =𝛼𝑘𝑎 ∏

𝑗<𝑘
𝛼†𝑗𝑏𝛼𝑗𝑎.

7.1.2 仲费米子的编织操作

在本工作中，我们考虑一个由 3对ℤ3仲费米子组成的一维链，每一对仲费米
子包含两个 ℤ3的仲费米子模式（𝛼𝑗𝑎和 𝛼𝑗𝑏），它们满足对易关系 𝛼𝑗𝑎𝛼𝑘𝑎 = 𝜔𝛼𝑘𝑎𝛼𝑗𝑎,
𝛼𝑗𝑏𝛼𝑘𝑏 = 𝜔𝛼𝑘𝑏𝛼𝑗𝑏 和 𝛼𝑗𝑎𝛼𝑘𝑏 = 𝜔𝛼𝑘𝑏𝛼𝑗𝑎, ∀𝑗 < 𝑘，其中，𝜔 = 𝑒2𝜋𝑖/3。我们将考虑这些仲
费米子之间的编织操作，从而获得演化过程中的 Berry相位，进而体现仲费米子
的非阿贝尔统计规律。具体来说，我们首先考虑下面哈密顿量的基态：

ℋ Pf0 = −𝑒𝑖𝜋/6(𝛼1𝑏𝛼†2𝑎 + 𝛼2𝑏𝛼†3𝑎) + h.c.. (7.4)

该哈密顿量导致两个 ℤ3仲费米子零模（𝛼1𝑎和 𝛼3𝑏）出现在链的边缘，如图 7.1所
示。称它们为“零模”是因为这两个模式不出现在哈密顿量中，因此在基态下它

们的布居数可以自由改变。
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图 7.1 仲费米子零模的编织。左面板：使用辅助仲费米子编织位于仲费米子链两端的两个

零模（太极符号）。编织操作在仲费米子零模编码的 3维量子系统上产生一个Clifford
门。中间面板：左图编织过程在包含相互作用的仲费米子链上的物理实现。通过哈

密顿量在 ℋ Pf0 , ℋ Pf1 , ℋ Pf2 和 ℋ Pf0 之间的绝热演化，系统构型发生演化，导致两个仲

费米子零模被交换。右面板：用 Fradkin–Kadanoff变换将仲费米子链映射为 ℤ3对称

性的自旋 1量子 Potts模型。对应的演化过程可以被一系列演化时间 ̸𝑡 → +∞的虚
时演化来有效地模拟——这些演化将系统反复投影到新哈密顿量的基态上。整个图

中，水平虚线将三个不同面板对应阶段的构型联系起来。

ℋ Pf0 具有三重简并的基态，在这个子空间上可以非定域地编码一个 3维量
子系统。我们定义宇称算符

𝑄 = ∏
𝑘

𝛼†𝑘𝑎𝛼𝑘𝑏 ,

并且选择基 |𝜓Pf𝑙 ⟩ (𝑙 = 0, 1, 2)作为计算基矢；它们是宇称算符本征值为 𝜔𝑙 的本征
态。仲费米子的非阿贝尔统计特点导致当两个仲费米子零模 𝛼1𝑎和 𝛼3𝑏 被交换时，
各个本征态 |𝜓Pf𝑙 ⟩之间将出现不同的相位因子 [192]。为了编织这两个仲费米子零
模，我们可以在三个哈密顿量之间绝热地循环演化：ℋ Pf0 → ℋ Pf1 → ℋ Pf2 → ℋ Pf0 .
其中：

ℋ Pf1 = −𝑒𝑖𝜋/6𝛼2𝑏𝛼†3𝑎 − 𝛼1𝑎𝛼†1𝑏 + h.c.,
ℋ Pf2 = −𝑒𝑖𝜋/6(𝛼2𝑏𝛼†3𝑎 + 𝛼3𝑏𝛼†1𝑏) + h.c..

(7.5)
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其中，𝛼1𝑎𝛼†1𝑏 一项给出铁磁性的相互作用，在物理系统中，它可以使用一个外场
实现；而其他项都表示模式之间的顺磁性相互作用。因此，我们设计的演化中，

所有哈密顿量都有一个清晰的物理画面，并可以在量子 Hall系统中自然地被实
现。

下面对照图 7.1分析这些绝热演化的作用：
1. 首先，通过关闭模式 1和模式 2之间的相互作用，最初在模式 1a上的仲费
米子边缘零和在模式 2a处的辅助仲费米子将发生交换；

2. 其次，使得现在是孤岛的模式 1与模式 3发生相互作用，此时，最初位于
模式 3b的仲费米子零模移动到模式 1a；该模式现在位于相互作用仲费米
子链的末端；

3. 最后，通过将系统的耦合重置为它们的配置，将一个仲费米子零模从模式
2a转移到模式 3b去。

上面的演化导致两个仲费米子零模 𝛼1𝑎 和 𝛼3𝑏 交换。除此之外，演化过程反复移
动了辅助仲费米子，但是其最终回到原位。由于编织操作算符和上面定义的宇称

算符可以同时对角化 [192]，因此编织会产生一个 |𝜓Pf0 ⟩, |𝜓Pf1 ⟩和 |𝜓Pf2 ⟩之间的相
对相位，从而体现出仲费米子的非阿贝尔统计性质。具体来说，图 7.1中编织操
作造成的演化可以写为：

|𝝍Pf⟩ → ℬ |𝝍Pf⟩ ∶ ℬ = diag(1, 1, 𝜔).

7.1.3 量子模拟概要

上一节中已经介绍了仲费米子的数学基础、编织操作以及非阿贝尔统计性

质等知识。但是可以看出，这些研究本身具有非常浓厚的理论色彩，并且似乎和

之前介绍的光学系统实验具有较大的差异。现在开始填补这个空缺。仲费米子复

杂的数学形式和其在量子 Hall效应平台上的实验难度，恰恰是我们用光学平台
对其进行研究的动机。Feynman [176]首先指出，量子系统的动力学可以被有效
地模拟：使用量子计算机或其他人工量子系统，能够精确地再现自然界中量子系

统的演化。要能够实现量子模拟，最重要的就是还原目标系统演化的动力学，也

就是建立待研究系统的哈密顿量和量子模拟器的哈密顿量之间的映射关系：

𝐻sys ↔ 𝐻sim ≈ 𝑓𝐻sys𝑓 −1. (7.6)

其中，𝑓 是一个幺正映射。这样就可以建立起两个系统演化结果之间的对应关
系。参见图 7.2所示的场景，我们要研究一个量子系统的演化，但是不能直接实
现操作 U = exp (−𝑖𝐻sys𝑡) .解决的方法就是在量子模拟器中去实现

U′ = exp (−𝑖𝐻sim𝑡) = exp (−𝑖𝑓 𝐻sys𝑓 −1𝑡) = 𝑓 exp (−𝑖𝐻sys𝑡) 𝑓 −1 = 𝑓U𝑓 −1.
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图 7.2 用量子模拟研究量子系统的示意图。图片取自参考文献 [189]

这样，如果量子模拟器系统初态设置为 |𝜙(0)⟩ ,要求解演化末态 |𝜙(𝑡)⟩ ,就可以在
在量子模拟器中制备出初态 |𝜓 (0)⟩ = 𝑓 |𝜙(0)⟩ ,使用操作U′演化后得到末态 |𝜓 (𝑡)⟩ ,
即可反推出原先量子系统的末态应为 |𝜙(𝑡)⟩ = 𝑓 −1 |𝜓 (𝑡)⟩ .一般选用方便操控的量
子系统作为量子模拟器，例如线性光学系统就可以作为一个非常优秀的量子模

拟器。在量子模拟器中，可以以高精度完成量子态的制备、演化和测量过程。

7.1.4 仲费米子到光学系统的对应

利用量子模拟的概念，就可以将仲费米子编织统计的问题转化为一个线性

光学演化的问题。但是，首先要建立两个哈密顿量之间的对应关系。由于我们已

经熟悉 Fradkin–Kadanoff变换，因此将仲费米子系统转化为自旋 1系统是非常自
然的选择。我们使用公式 (7.3)作用在三个阶段的哈密顿量上，得到它们在自旋
体系中的表示：

ℋ S0 = −𝑒𝑖𝜋/6(𝜎1𝜎†2 + 𝜎2𝜎†3 ) + h.c.,
ℋ S1 = −𝑒𝑖𝜋/6𝜎2𝜎†3 − 𝜏1 + h.c., (7.7)

ℋ S2 = −𝑒𝑖𝜋/6(𝜎2𝜎†3 + 𝜎1𝜏†2 𝜏†3 𝜎†3 ) + h.c.,

根据刚才介绍的量子模拟的知识，我们知道只要进行下面的绝热演化：ℋ S0 →
ℋ S1 → ℋ S2 → ℋ S0 ,就可以再现仲费米子零模编织操作得到的 Berry相位。
现在做一个定义：使得 |𝑘⟩𝜎 , |𝑘⟩𝜏 和 |𝑘⟩𝜒 分别对应算符 𝜎, 𝜏 和 𝜎𝜏 本征值为 𝜔𝑘

的本征态。下面将会看到，这种定义将大大简化用光学系统编码仲费米子的操
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作。我们使用钟表算符的本征态作为计算基矢，|𝜓Pf0 ⟩, |𝜓Pf1 ⟩和 |𝜓Pf2 ⟩表示为：

|𝜓Pf0 ⟩ ↔ |𝜓S0 ⟩ = 1
√3

(|000⟩𝜎 + |111⟩𝜎 + |222⟩𝜎 ),

|𝜓Pf1 ⟩ ↔ |𝜓S1 ⟩ = 1
√3

(|000⟩𝜎 + 𝜔 |111⟩𝜎 + 𝜔2 |222⟩𝜎 ),

|𝜓Pf2 ⟩ ↔ |𝜓S2 ⟩ = 1
√3

(|000⟩𝜎 + 𝜔2 |111⟩𝜎 + 𝜔 |222⟩𝜎 ).

(7.8)

我们量子模拟的第一个任务是获得造成仲费米子零模编织统计的 Berry 相
位演化。有趣的是，求解 Berry相位不一定需要绝热演化，仅使用投影测量就可
以完成任务。我们记向ℋ S

𝑘 基态子空间投影的算符为 Π𝑘 ,则有 [193-194]：

𝜙B,𝑙 = − arg ⟨𝜓S
𝑙 |Π1Π2|𝜓S

𝑙 ⟩ , (7.9)

其中 |𝜓S
𝑙 ⟩就是公式 (7.8)中给出的ℋ0的三个基态。当 𝜙B,𝑙 与 𝑙有关时，就体现出

非阿贝尔统计性质。我们使用一系列虚时演化来求出公式 (7.9)中的 Berry相位：

𝑒−ℋ S0 ̸𝑡 ⋅ 𝑒−ℋ S1 ̸𝑡 ⋅ 𝑒−ℋ S2 ̸𝑡 ⋅ 𝑒−ℋ S0 ̸𝑡 , ̸𝑡 → +∞. (7.10)

使用虚时演化的意义在于可以避免求解每个哈密顿量的基态：当哈密顿量的形

式是两项之和时，正常来说求解基态需要进行对角化操作，这对于高维系统而言

是困难的。但是，如果这两项是对易的，就可以使用 Baker–Campbell–Hausdorff
公式将虚时演化展开成两项哈密顿量分别虚时演化算符的乘积。具体到本实验

中，我们发现由于 ℋ S1 和 ℋ S2 各有一项与于 ℋ S0 相同，因此这两项对应的虚时
演化根本不用执行——对应其它项的虚时演化，就等价于将系统向下面三个子

空间中的依次投影：

|𝑘⟩𝜎 |𝑘⟩𝜎 |𝑘⟩𝜎 , |0⟩𝜏 |𝑘⟩𝜎 |𝑘⟩𝜎 , |𝑘⟩𝜎 |𝑙⟩𝜏 |𝑙 + 𝑘 mod 3⟩𝜒 , 𝑘, 𝑙 ∈ {0, 1, 2}.

在实际实验之前，我们还可以通过合适的编码来进一步简化虚时演化的形

式。这是因为 |𝑘⟩𝜎 |𝑙⟩𝜏 |𝑙 + 𝑘 mod 3⟩𝜒 向其它两个子空间中投影时，系数不依赖于 𝑙 ,
也就是对应于不同的 𝑙 演化结果都是完全相同的。这样当我们使用量子模拟时，
就可以只编码 𝑙 = 0的一个演化路径，而忽略 𝑙 = 1和 𝑙 = 2的演化路径。当我们
重新将态归一化时，两种方式没有任何区别。因此，最终仲费米子编织时几何相

位的模拟就约化为三个子空间中正交基之间进行循环转化时的系数求解。只要

使用光学系统编码这三个正交基，测量它们投影时的系数，即可根据公式 (7.9)
求出 Berry相位，从而观测到仲费米子零模的非阿贝尔统计。下面我们具体介绍
如何在线性光学系统中实验实现这些系数的测量。
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7.2 实验模拟仲费米子的编织统计

由于一个自旋 (𝑑 − 1)/2的系统可以直接对应成一个 𝑑 维量子比特，进而编
码到光子的路径等自由度中，因此辅以 Fradkin–Kadanoff变换的手段，就可以使
用线性光学体系对仲费米子系统开展光量子模拟。在本实验中，我们将自旋 1链
的基态编码为单个光子的不同空间模式，构成了一个 3维量子系统。由于只需研
究简并基态空间中的波函数演化，我们在装置中可以反复使用公式 (7.9)中的虚
时演化将波函数演化到新的基态，而耗散掉激发态；这些连续实现的光子虚时演

化是耗散式量子模拟的核心过程。

7.2.1 专用量子模拟器的设计

我们在图 7.3中给出用于实现任意 3维量子态的制备、虚时演化和测量的仲
费米子光学模拟器。我们使用光束偏移器制备编码在路径模式上的 3维量子态，
在两组光束偏移器之前和之间都加入半波片和四分之一波片，从而实现三个空

Braiding gate array

= Phase gate = Rotation gate

Encoder

Decoder

Half-wave
plates

Quarter-wave
plates

Temporal
compensator

Beam
displacer

Polarizing
beam splitter

图 7.3 仲费米子光学模拟器。本装置将仲费米子零模携带的 3 维量子态 |𝜓 Pf⟩ 编码到光子
的路径模式上，而后执行演化和测量操作。在编码部分，使用光束偏移器阵列实现

量子态的制备。利用半波片和四分之一波片来控制每种模式的复振幅。在演化部分，

光子模式经受所需的编织演化门。这些演化门包括两个相位门 𝒫 ,它可以在三种模
式之间施加相位演化，以及一个旋转门ℛ,它可以实现任意的 SU(3)旋转。在解码
部分，再次利用光束偏移器架构，通过量子态层析恢复出仲费米子零模编码的量子

态。在带有虚线框的子图中，我们给出 𝒫 和ℛ 门的详细实现方法。我们插入倾角
可调的玻璃片进行时间补偿，以对齐各个模式的光学长度，从而优化装置的干涉可

见度。
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间模式复振幅的按需调控。由于我们只考虑基态子空间中的波函数，并且使用了

优化的编码方式，编码仲费米子链所需的模式数从原则上的 34 = 81个减少到实
验中仅需要 32 = 9个。这种编码方式极大地扩展了我们光学模拟器的适用范围，
并且有助于在下面进一步模拟仲费米子零模的编织。

测量 Berry相位的基本模块就是幺正演化器和虚时演化器。当按照公式 (7.9)
求出的投影算符和当前哈密顿量具有全部相同的本征态时，将由非耗散的相位

门 𝒫 实现幺正演化，它在三种光学模式之间产生相对相位。每个 𝒫 门由两个四
分之一波片中间夹着三个独立作用于每条路径的可调节半波片构成，其中四分

之一波片的光轴总是固定在 45∘，而半波片的角度就决定了所加的相位。当投影
算符与当前哈密顿量的本征态不全同时，必须以耗散方式实现虚时间演化，对应

的门操作为旋转门ℛ.它由两个部分组成：首先进行基变换，随后将能量非零的
激发态对应的模式完全耗散。具体来说，首先用光束偏移器连续两次在水平方

向分离三个原先在竖直方向上排列起来编码量子态的光学模式，然后逐个调整

产生的九个模式的复振幅，随后将这些模式垂直合并以获得水平排列的量子态。

这些模式合并时，来自不同初始模式，对应新的基态的波函数相干叠加，从而实

现任意的 SU(3)旋转操作；对应激发态的光子则因虚时演化而被耗散。
最后，在解码阶段，另一对光束偏移器将三种模式重新组合回来。我们使用

半波片和四分之一波片，与偏振分束器一起进行量子态层析。由于测量依赖于不

同光学模式之间的干涉，每个演化路径的光程必须对齐，，以保持装置良好的时

间相干性，从而尽可能提高干涉可见度。我们还在装置中引入了额外的时间补偿

器来补偿由波片和光束对齐不完美性引入的路径长度差异，并通过倾斜它们来

补偿不同路径之间的相对相位。

7.2.2 实验结果

首先刻画编织操作的整体效果。我们使用 9个 3维量子态，|𝜓𝑗⟩ , 𝑗 = 1, ..., 9,
它们被编码在ℋ 𝑆0 的三重简并基态中。我们对于这些量子态进行编织演化，然后
使用量子态层析来获取末态结果。态层析结果如图 7.4所示，通过将仲费米子零
模的编织转化为三个连续的基旋转和虚时演化，我们实验测得在 |𝜓S2 ⟩和 |𝜓S0 ⟩之
间的 Berry相位值为：

𝛿𝜙B,2 = 2.061 ± 0.128,
而 |𝜓S1 ⟩和 |𝜓S0 ⟩之间的相位，

𝛿𝜙B,1 = 0.066 ± 0.104,

则几乎可忽略不计。实验结果与预期的 ℤ3 仲费米子编织矩阵 ℬ = diag(1, 1, 𝜔)
的平均保真度为 94.9%,清晰地体现了仲费米子零模的非阿贝尔编织统计。为了
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图 7.4 仲费米子编织的实验结果。使用 9个量子态 |𝜓𝑗⟩, 𝑗 = 1, ..., 9输入光量子模拟器，在
演化之后使用量子态层析确定演化结果。上下两个 Bloch 球分别表示演化结果在
{|𝜓 S0 ⟩ , |𝜓 S1 ⟩} ⊗ {⟨𝜓 S0 | , ⟨𝜓 S1 |}和 {|𝜓 S0 ⟩ , |𝜓 S2 ⟩} ⊗ {⟨𝜓 S0 | , ⟨𝜓 S2 |}两个子空间中的投影。可以看到
上面的 Bloch球中不出现显著的演化相位，下面的球中每个点都划过接近 2𝜋/3圆心
角的弧，与 |𝜓 Pf2 ⟩相对 |𝜓 Pf0 ⟩和 |𝜓 Pf1 ⟩得到的额外的 2𝜋/3 Berry相位符合。右图：使用
量子过程层析得到的演化过程矩阵 𝜒𝑗𝑘 .我们使用过程矩阵展开在 Gell-Mann矩阵上
的系数来表示。边缘实线和颜色填充分别对应理论和实验值。

估计实验误差，我们假设实验中光子计数统计服从泊松分布，对符合事件数重新

采样 100次，计算出所测物理量的 1𝜎 标准偏差。
进一步地，我们使用量子过程层析来完整地表征编织过程的动力学。我们计

算出演化的过程矩阵 𝜒𝑗𝑘，它被展开在 Gell-Mann矩阵 {𝜆1, ..., 𝜆8}和恒等式 𝕀3 组
成的完备基矢上。这个过程矩阵如图 7.4所示，它也体现出 |𝜓S2 ⟩和其他两个态之
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间出现的 2𝜋/3的相对相位。其中，8个 Gell-Mann矩阵的定义为：

𝜆1 =
⎛
⎜
⎜
⎝

0 1 0
1 0 0
0 0 0

⎞
⎟
⎟
⎠
, 𝜆2 =

⎛
⎜
⎜
⎝

0 −𝑖 0
𝑖 0 0
0 0 0

⎞
⎟
⎟
⎠
, 𝜆3 =

⎛
⎜
⎜
⎝

1 0 0
0 −1 0
0 0 0

⎞
⎟
⎟
⎠
,

𝜆4 =
⎛
⎜
⎜
⎝

0 0 1
0 0 0
1 0 0

⎞
⎟
⎟
⎠
, 𝜆5 =

⎛
⎜
⎜
⎝

0 0 −𝑖
0 0 0
𝑖 0 0

⎞
⎟
⎟
⎠
, 𝜆6 =

⎛
⎜
⎜
⎝

0 0 0
0 0 1
0 1 0

⎞
⎟
⎟
⎠
, (7.11)

𝜆7 =
⎛
⎜
⎜
⎝

0 0 0
0 0 −𝑖
0 𝑖 0

⎞
⎟
⎟
⎠
, 𝜆8 = 1

√3
⎛
⎜
⎜
⎝

1 0 0
0 1 0
0 0 −2

⎞
⎟
⎟
⎠
.

通过将编织结果与理论预期进行比较，得到量子模拟器中编织操作的保真度为

93.4%.因此，基于一系列虚时演化进行的光量子模拟忠实地再现了仲费米子编织
过程的非阿贝尔统计性质。在图 7.5中，我们给出一些更详细的实验结果。
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图 7.5 仲费米子编织的实验补充结果。左图：三个示例量子态编织操作后的密度矩阵（颜

色填充）和理论预期（边缘实线）对比。右图：编织操作后 |𝜓 S1 ⟩和 |𝜓 S2 ⟩相对于 |𝜓 S0 ⟩
获得的额外 Berry相位测量结果，以及所有 9个量子态相对理论预言的保真度。
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7.3 从互文性到通用拓扑量子计算

在前一节中，已经介绍了使用线性光学和数学映射的手段对于仲费米子零

模的编织进行模拟的方法。这一节我们再次回到对互文性的研究，并展示其与拓

扑量子计算的关系。使用不同的编织操作，原则上就可以得到所有的 Clifford门。
但是，至少需要一个 non-Clifford门操作才能够实现通用量子计算 [85]，这个操
作没有办法仅仅使用编织得到。如果使用一些“魔术态”作为辅助量子系统，就

可以使用受控的 Clifford门操作加上对于辅助态的测量，实现等效的 non-Clifford
门操作，这个原理如图 7.6所示。更重要的是，Bravyi和 Kitaev [84]指出，如果
可以实现精确的 Clifford 门操作，就可以构造一个量子线路，从一系列相同的，
保真度较低的魔术态中提取出一个保真度升高的魔术态，如此反复就可以无限

提高 non-Clifford门的实现精度，从而实现容错的通用量子计算，这个方法现在
被称为魔术态萃取。

ρ T Z Z • Z H

Π
ρ T Z • H

ρ T Z • H

ρ T • Z H

ρ T XZ X X XZ Z H Y ρm

图 7.6 魔术态辅助的通用量子计算和魔术态萃取。左图表示如何使用一个魔术态和 Clifford
门操作实行一次 non-Clifford门操作，右图是一个 5 → 1魔术态萃取的量子线路图。

在 Bravyi et al. [84]的工作中，计算了对于量子比特实现魔术态萃取的噪声
阈值——与理想的魔术态距离大于噪声阈值的量子态不能用于魔术态萃取。此

后，对于各种系统，发展了不同的魔术态萃取协议。究竟哪些系统能够进行魔术

态萃取呢？Howard et al. [22]给出了一个 CSW方法构建的非互文隐变量不等式，
其中的测量是使用向一些 Clifford群元素本征态的投影算符来构成的。当量子态
能够违反该非互文隐变量不等式时，也能够用于魔术态萃取。我们称这些量子态

表现出 Clifford互文性。
现在对于 3 维量子系统的情况，使用 Weyl–Heisenberg 表示来明确地给出

Clifford互文性的判据不等式。首先，定义Weyl–Heisenberg位移算符为：

𝐷𝑥,𝑧 = 𝜔2−1𝑥𝑧𝜏𝑥𝜎 𝑧 , {𝑥, 𝑧} ∈ {0, 1, 2}. (7.12)

这些算符的本征态均为 {1, 𝜔, 𝜔2}. 现在选取其中的 4 组位移算符，记为 D =
{𝐷0,1, 𝐷1,0, 𝐷1,1, 𝐷1,2}, 它们的本征态可以构成 3 维希尔伯特空间中的一组相互无
偏基。我们先定义三个辅助向量：a = {1, 0, 1, 2}, b = −{0, 1, 1, 1}, r = 𝑥a + 𝑧b,其中，
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𝑥, 𝑧 ∈ {0, 1, 2}.进一步地，记 Π̂𝑟𝑗
𝑗 为对应于向 D的第 𝑗 个元素的本征值为 𝜔𝑟𝑗 的本

征态的投影算符。那么就可以将 Clifford互文性表示成下面非互文隐变量不等式
的违背：

ℳ ∶= max
r

Tr [𝐴r𝜌] NCHV⩽ 0, (7.13)

其中， 𝐴r = 𝕀3 −
4
∑
𝑗=1

Π̂𝑟𝑗
𝑗 .

这个不等式被理想的魔术态最大违背，违背值刚好是黄金比：ℳ
Q
⩽ (√5 − 1)/2.

因此，不等式 (7.13)违背的大小就可以体现出一个量子态被作为魔术态，用于进
行通用量子计算的能力：当违背大时，直接使用量子态本身，或进行少数几轮魔

术态萃取，就可以用于实现保真度超过容错计算阈值 [195] 的 non-Clifford门操
作；当违背小时，所需的魔术态萃取轮数就显著增加，需要反复使用魔术态萃取

来突破容错阈值，这就导致大量资源太被消耗。当ℳ ⩽ 0时，量子态就无法通
过魔术态萃取逼近资源态了，其行为就可以被经典计算所模拟，因此根本不能体

现出量子计算的加速特点。

7.3.1 互文性在编织操作下的动力学

由于公式 (7.13)定义的所有投影算符都是 Clifford算符的本征态，这些算符
在 Clifford群元素造成的操作下将闭合地演化，而不会产生 non-Clifford算符。公
式 (7.13)对于所有可能算符对称的形式，使得它的取值在 Clifford操作下是不变
的。也就是说，Clifford操作不影响量子态执行魔术态萃取的能力。
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图 7.7 编织操作和 Clifford互文性的相互作用。左图给出公式 (7.13)中 9个互文目击的值
在编织操作前后的变化，以及算符之间的对应关系。右图给出对应于图 7.4中的 9
个量子态，Clifford互文性的强度ℳ在编织操作前后的变化情况。
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我们从实验上模拟仲费米子零模编码的 3维量子系统互文性在编织操作下
互文资源的演化情况。对于初态和末态，分别直接进行投影测量，求得公式 (7.13)
中 9个 Clifford互文目击算符的取值。理论分析表明，在演化前后算符的取值应
当满足：

⎧⎪
⎨⎪
⎩

⟨𝐴0𝑧⟩ → ⟨𝐴0(𝑧+1)mod 3⟩ ,
⟨𝐴1𝑧⟩ → ⟨𝐴1𝑧⟩ ,
⟨𝐴2𝑧⟩ → ⟨𝐴2(𝑧−1)mod 3⟩ .

因此，由它们的最小值决定的ℳ 保持不变。实验结果如图 7.7所示。首先考察
一个样本态 |𝜓5⟩中 9个互文目击算符的变化情况，它们符合上面提到的轮转对
称关系。接下来，我们对于实验中使用的 9个样本态都测量演化前后的 Clifford
互文性目击ℳ.结果表明，所有样本态的互文目击在演化前后都几乎保持不变，
因此进一步体现了光量子模拟器对于编织演化过程的精确还原。

研究编织操作与互文性的相互作用的第一个意义在于，可以在仲费米子零

模编码的量子系统中，使用编织操作和魔术态萃取实现容错的通用量子计算。由

于互文性资源不会受到编织操作的影响，因此可以在量子计算的任意时刻进行

魔术态萃取，通过魔术态萃取得到一个魔术态，再使用编织就可以在量子计算的

任意时刻等价地进行 non-Clifford门操作，这样就获得了量子计算的通用性。

7.3.2 仲费米子拓扑保护的互文性

研究编织操作与互文性的相互作用的第二个意义在于，拓扑系统中的编织

操作免疫局域噪声的作用，有可能实现理想的 Clifford门操作，这刚好与魔术态
萃取的理论要求（无噪声的 Clifford门操作和含噪声的魔术态 [84]）建立起了良
好的对应关系。另外，编织操作不会向量子互文性引入额外的误差，这样拓扑保

护就减少了实际上进行量子计算时所需的魔术态萃取的资源消耗。

为了展示这一问题，我们用一个噪声模型来研究编织操作与互文性的相互

作用。我们分别考虑拓扑编码和自旋编码的 3维量子系统对于局域跃迁噪声和
相位噪声的响应。我们将会看到，由于拓扑保护的作用，局域噪声将导致拓扑系

统的波函数发生跃迁，离开编码了量子信息的基态子空间，因此只要向基态子空

间中重新进行基于虚时演化的投影，就可以简单地实现纠错。这种纠错机制非

常类似谐振子系统中 Gottesman–Kitaev–Preskill编码的量子比特纠错方式 [196]。
下面具体地介绍我们使用的模型。首先，定义仲费米子对应的 Fock费米子算符；
一个 Fock费米子对应于两个位于同一处的，下标分别为 𝑎和 𝑏的仲费米子模式，
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这和一个普通的费米子对应于两个马约拉纳费米子是一样的：

𝐶𝑘 = 2
3𝛼𝑘𝑎 −

1
3

2
∑
𝑚=1

𝜔𝑚(𝑚+1)/2𝛼𝑚+1𝑘𝑎 𝛼†𝑘𝑏
𝑚
. (7.14)

有了 Fock费米子算符，我们就可以用它写出仲费米子系统中出现的噪声的
数学形式。具体来说，一个跃迁噪声使得一个 Fock费米子移动到一个相邻的位
置上，它被表示为：

𝑋Pf = 𝐶†𝑘 𝐶𝑘+1.
我们这里只考虑费米子位点 1和 2之间的跃迁噪声，对于其他位点是非常类似
的。使用 Fradkin–Kadanoff变换，可以将其转换到自旋表象下：

𝑋S = 1
9𝜎

†
1 (2 − 𝜏1 − 𝜏†1 )𝜏1𝜎2(2 − 𝜏2 − 𝜏†2 ). (7.15)

对于一个仲费米子零模编码的密度矩阵，发生概率为 𝑝的跃迁噪声作用效果为：

𝜌 → 𝒳S(𝑝, 𝜌) = (1 − 𝑝)𝜌 + 𝑝𝑋S𝜌𝑋S†. (7.16)

一个相位噪声在一个 Fock费米子上产生一个相位系数，它被表示为：

𝑍Pf = 𝐶𝑘𝐶†𝑘 .

我们也只考虑费米子位点 1上的相位噪声。使用 Fradkin–Kadanoff变换将其转换
到自旋表象下：

𝑍S = 1
3(3𝕀3 − 𝜏1 − 𝜏†1 ). (7.17)

对于一个仲费米子零模编码的密度矩阵，发生概率为 𝑞的相位噪声作用效果为：

𝜌 → 𝒵S(𝑞, 𝜌) = (1 − 𝑞)𝜌 + 𝑞𝑍S𝜌𝑍S†, (7.18)

我们现在计算这两个噪声对于计算基矢的作用效果，对于任意态的作用效

果则只需使用计算基矢的演化结果和叠加原理即可得到，这和第 3章中我们计
算熔接门等装置的输出效果的方法是一样的。注意，演化完成后投影回到基态子

空间的项才有意义。结果表明：

{ ⟨𝜓S𝑖 | 𝒳S (𝑝, |𝜓S𝑗 ⟩⟨𝜓S𝑗 |) |𝜓S𝑖 ⟩ = (1 − 𝑝)𝛿𝑖𝑗 ,
⟨𝜓S𝑖 | 𝒵S (𝑞, |𝜓S𝑗 ⟩⟨𝜓S𝑗 |) |𝜓S𝑖 ⟩ = (1 − 𝑞)𝛿𝑖𝑗 .

也就是说，不管局域噪声的强度多么大，所有未被噪声耗散，仍然留在基态子空

间中的波函数与噪声发生前的波函数相比，都完全没有变化。我们直观地观测

到，拓扑保护使得仲费米子零模编码的量子信息完全免疫任何局域噪声！
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图 7.8 Clifford互文目击算符ℳ的值对噪声的响应。左右两图比较了非拓扑保护系统和仲
费米子零模编码的拓扑保护系统中，互文目击算符的取值在噪声下的行为，其中虚

线表示出ℳ = 0的魔术态萃取可行性分界线。

作为对比，我们考虑跃迁和相位噪声在不受拓扑保护的自旋编码量子系统

中的影响。此时，对应前面噪声的物理意义，使用钟表算符和平移算符构造两种

噪声，分别定义它们的超算符形式为：

T(𝑝, 𝜌) = (1 − 𝑝)𝜌 + 𝑝
2 (𝜏𝜌𝜏

† + 𝜏†𝜌𝜏), (7.19)

以及

Σ(𝑞, 𝜌) = (1 − 𝑞)𝜌 + 𝑞
2(𝜎𝜌𝜎

† + 𝜎†𝜌𝜎). (7.20)

此时，由于不在存在基态子空间外虚时演化的拓扑保护机制，两个超算符都会使

得态的形式产生变化。

我们现在先集中在考虑噪声对于魔术态萃取这个子流程的作用，此时，最

有价值的是 Clifford互文性的强度变化。对于自旋编码的非拓扑保护系统，我们
选用一个非常接近理想魔术态的初态 |𝜓 ⟩ = {1/2, 0, √3/2}†,在上面依次以 𝑝 和 𝑞
的概率施加钟表算符和平移算符构造的噪声 T ∘ Σ（注意，这两个超算符是对易
的），然后计算表征魔术态萃取资源的互文目击算符ℳ的变化。结果如图 7.8所
示，两种噪声都导致 Clifford互文性快速减少，且当发生概率超过一定值时，量
子态将完全失去用于魔术态萃取的能力。作为对比，当使用仲费米子零模编码相

同的初态，然后以 𝑝 和 𝑞 的概率施加跃迁和相位噪声 𝒳 ∘ 𝒵 （这两个超算符也
是对易的）时，量子态包含的 Clifford互文性完全不变。

我们接下来从实验上观测这种拓扑保护现象。作为一个概念验证性实验，我

们只关注跃迁噪声和平移算符构造的噪声作为例子。为了实现这两种噪声，我们

将实验装置中的两个相位门 𝒫 都设置为不执行任何操作，而使用旋转门ℛ分别
施加两个噪声超算符𝒳 和 T.在对应拓扑系统的演化后面，还使用虚时演化耗散

116



第 7章 拓扑保护的互文性：仲费米子的量子模拟

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0

0.2

0.4

0.6

p
NCHV exist
MSD applicable

图 7.9 拓扑保护的 Clifford互文性实验结果。左图为实验测量的 Cilfford互文目击的值，蓝
色和黄色分别给出仲费米子零模编码的拓扑系统和自旋编码的非拓扑系统对于噪声

的响应。右图形象地给出量子态受到噪声影响时，在态空间中的轨迹。注意对于拓

扑系统态的位置不变，一直停留在右边一点。最右和最上分别为两个魔术态。两张

图的绿色区域表示对应的量子关联可以被非互文隐变量理论解释，同时魔术态萃取

不可用。红色区域的意义刚好相反。

掉激发态的部分。最后，仍然使用投影测量的方法求出 Clifford互文性目击算符
的取值。

我们对于两种系统的实验结果如图 7.9所示。对于仲费米子零模编码的系统，
光量子模拟得到的 Clifford互文性的指标至少有ℳ ⩾ 0.580 ± 0.013.而对于自旋
编码的非拓扑保护系统，这个互文性指标初始时随着噪声快速减小，在 𝑝 = 2/3
附近已经小于 0,表示这个量子态不能被用于魔术态萃取了。然而，此后随着噪
声的进一步增加，互文性又开始增加，但是不能恢复到初始值。这里使用一个非

常直观的方法来解释这一现象。在态空间中以互文目击算符的两个分量作为坐

标，构造出一个切片，可以发现随着平移算符强度的增加，量子态初始时几乎从

一个魔术态出发，而后逼近最大混态——这对于魔术态萃取来说是一个垃圾态；

但是最后又接近另一个魔术态，因此导致 Cilfford互文算符又开始增加。总的来
说，结果表明非拓扑编码的量子系统明显受到局域噪声的影响，而拓扑编码的

系统则对于局域噪声有着很强的鲁棒性。在图 7.10中，给出该实验的补充结果，
从而进一步体现仲费米子零模编码的量子比特的拓扑保护特点。

7.3.3 用互文性研究仲费米子的拓扑保护

现在，我们转而使用互文性作为工具，研究局域噪声在两种编码方式下对

于量子态本身的影响。Bharti et al. [42]发现，互文性可以作为量子态的自检测工
具使用。笔者只使用最简单的语言来介绍设备无关和自检测等非常广泛的概念：
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图 7.10 拓扑保护的Clifford互文性实验补充结果。左图和右图分别是仲费米子零模编码的
拓扑量子系统和自旋编码的普通量子系统的实验结果。上图：对于量子态 |𝜓 ⟩演化
后执行量子态层析，得到噪声概率为 𝑝 = 2/3时的密度矩阵。边缘实线和颜色填充
分别对应理论和实验值。下图：每个数据点的实验结果和理论预测之间的状态保真

度。在右侧的图表中，灰色和彩色柱状图分别代表末态相对于考虑和不考虑翻转误

差影响时的理论状态的保真度。

自检测指的就是指一个抽象不等式的最大违背只能被特定的一组态和测量取到，

其它造成最大违背的态和测量都可由这个特定组合做局域操作来得到。换句话

说，即使不知道态和测量中的任何一个，这个最大违背就立刻给定了两者之间

的关系；只要知道两者中的任何一个，这个最大违背就立刻给定了另一个。例如

前面的 CHSH 实验就是最大纠缠态的自检测。类似地，KCBS 实验可以作为一
个量子态是否通过图 2.3中五角星测量的中心的判据——KCBS不等式的违背越
高，未知量子态就越接近五边形中心的量子态。

在本工作中，我们使用公式 (4.3)中的概率形式进行量子态的自检测。为了
保证每个章节的完整性，这里再次写出非互文隐变量不等式的具体形式：

𝒦 ∶= Pr𝜙(1|𝑘)
NCHV⩽ 2. (7.21)

我们选取非互文隐变量不等式的五个投影算符对应的本征矢量为：

|𝑘⟩ =
√
1 − 1

√5
{cos (2𝑘𝜋5 ) , sin (2𝑘𝜋5 ) , √1 + √5

2 }
†
, 𝑘 = 1, 2, … , 5.
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图 7.11 拓扑保护的 KCBS互文性实验结果。图中的数据点给出实验测量的 KCBS互文不
等式的值（见公式 (7.21)）对于噪声的响应。蓝色和黄色分别给出仲费米子零模编
码的拓扑系统和自旋编码的非拓扑系统对于噪声的响应。绿色区域表示非互文隐

变量模型不被违背，量子态不体现互文性的区域。

此时，对应得到不等式最大违背的量子态是 |𝜙⟩ = {0, 0, 1}†.我们就将其作为光量
子模拟器的输入态，然后仍然使用一个虚时演化旋转门ℛ 来施加噪声。方法与
研究 Cilfford互文性时完全相同。由于 KCBS不等式自检测的特点，当它的取值
超过非互文隐变量理论的界限时，违背的大小基本就给出量子态到目标态的距

离。

实验结果如图 7.11所示。对于仲费米子零模编码的系统，光量子模拟得到
的KCBS互文性的指标至少有𝒦 ⩾ 2.199.按照 Bharti et al. [42]的计算结果，这个
显著的违背说明仲费米子零模编码的量子态在经历噪声之后，对于目标态的偏

移用迹距离表示，不超过 𝑇 (𝜙, 𝜙′) ⩽ 𝑂(√2.236 − 2.199) = 𝑂(√0.037)的数量级。相
比较之下，由于在非拓扑系统中，噪声导致量子态一直远离目标态，因此 KCBS
不等式的值是单调下降，而不会像研究 Cilfford互文性的时候在某个临界噪声强
度之后开始重新上升。实验结果再次从量子态自检测的意义上表明，非拓扑编码

的量子系统明显受到局域噪声的影响，而拓扑编码的系统则对于局域噪声有着

很强的鲁棒性。

最后，我们使用量子过程层析的结果补充自检测的结果，再次直观地展示对

应两种不同物理系统，光学模拟器中两种不同编码方式中出现的局域噪声所造

成影响的差异。图中的两个过程矩阵实部分别对应拓扑编码的仲费米子零模系

统和非拓扑编码的普通量子系统在 𝑝 = 2/3噪声下的演化结果。我们看到，对于
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图 7.12 不同系统中噪声作用的量子过程层析结果。左图和右图分别表示拓扑编码的仲费

米子零模系统和非拓扑编码的普通量子系统在 𝑝 = 2/3噪声下的演化结果。它们被
展示在 Gell-Mann矩阵上，并且只显示实数部分。边缘实线和颜色填充分别对应理
论和实验值。

仲费米子零模编码的拓扑量子系统而言，演化的过程矩阵几乎就是一个单位矩

阵，量子过程保真度高达 96.0%,说明系统在遭受局域噪声的作用后，基态子空
间中的波函数几乎没有发生演化。相比而言，非拓扑保护的量子系统过程矩阵已

经明显偏离了单位矩阵，说明局域噪声显著破坏了系统中的量子信息。

7.4 小结

到此，对于仲费米子的光量子模拟和拓扑保护的量子互文进行的实验研究

介绍就告一段落了。笔者现在简要讨论这个实验的意义。从理论上来说，拓扑系

统是未来实现容错量子计算的有力候选者。不论基于马约拉纳费米子还是仲费

米子编织的量子计算系统，都要面临的一个障碍就是编织能够实现的操作始终

属于 Clifford群，因此不构成一组通用的量子门操作。为了解决这个问题，我们
用魔术态萃取作为获得量子计算通用性的途径。我们在这种架构下模拟了基于

仲费米子量子计算的两个主要元素：生成拓扑 Clifford门的编织操作，以及作为
魔术态萃取资源的拓扑保护的互文性。虽然互文性本身已经是各种量子信息任

务的重要资源，但它与拓扑系统和噪声免疫之间的关系从前并不为人们很好地

理解。我们的工作开拓了在真实拓扑系统中编码互文性，并保护其免受环境噪声

影响的全新研究方向。

从实用的角度来看，用量子模拟研究拓扑系统不仅为拓扑量子计算提供了
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一些新的思路，而且为研究编码系统的容错性提供了一个测试平台。在这个方面

的研究目前已经有一定的发展，例如朱晓波老师和潘建伟老师的团队使用超导

量子模拟器，实现了具有主动纠错功能的马约拉纳零模编码的量子比特的隐形

传态 [197]。对于我们的系统而言，尽管仅仅使用单个光子对整个系统进行编码，
导致我们的模拟器不是指数可扩展的，但本实验中的研究方法可以直接扩展到

几个仲费米子链，从而能够检验两个（高维）量子比特组成的复合系统中的互文

性，最终直接对标 Howard et al. [22]的理论工作。因此，我们的方法有望在未来
用于模拟更大规模的仲费米子链，并且用于研究一些小规模的拓扑量子算法。
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笔者已经介绍了本人在互文性的研究方面进行的一系列工作。这些工作的

实验部分都完成在线性光学平台上，除了对最新理论进展的直接检验（第 4章中
的第一个工作）之外，更多的体现了笔者与合作者们在理论研究（第 4章中的第
二个工作和第 5章）、实验方法创新（第 6章）、以及对于新颖物理系统性质的探
究（第 7章）中所取得的一系列进展。这些广泛而丰富的研究内容，在一定程度
上可以看做是互文性在量子力学、量子信息学和量子计算等基础和交叉学科中

核心地位的一个缩影。

每一章介绍内容的意义不仅在于这些工作本身。相反，每一个被完成的工作

都带来了更为广泛的可以研究的方向，其中有些相关的工作已经取得了初步的

成果。笔者现在将开始展望这些工作对应的研究方向在未来有望取得哪些激动

人心的进展。概括地说：

1. 在互文性与 Bell非定域性的关系方面，我们尚不知道超越非定域性的互文
性和互文浓缩能够在量子计算等方面取得哪些作用。当前阶段的量子计算

原型机几乎都是运行在量子比特系统上，使用线路模型描述其机理。但是

高维量子系统已经在一些量子信息任务中，例如生成超越量子比特的随机

性 [198] 等方面展现了优势。那么高维量子系统是否可能用于构成某些量
子算法的一个子流程（例如魔术态萃取）呢？我们知道 Clifford互文性是进
行量子计算的资源，是否对于 Clifford互文性也存在着互文超越非定域和
互文浓缩的现象，从而可以使用高维系统代替多个量子比特系统，以降低

魔术态萃取过程的资源消耗？

2. 如何找到更多的互文浓缩案例？已知的案例非常稀少，实际上我们不知道
这是一个普遍存在的机制，还是只是 Clifford代数导致的一个特殊现象。笔
者可以证明，在第 5章中给出的每一个可以用于图态验证的“全对无”佯
谬算符，都能够构造出包含互文浓缩现象的 Bell不等式。但是，这些不等
式都不是最强的图态不等式 [145]，而最强的不等式即使全都使用 Clifford
代数构造出来，也不一定能进行互文浓缩——需要从中间扔掉一些项，牺

牲定域隐变量不等式的违背程度，才能得到可浓缩的不等式。要发现更多

的互文浓缩案例，并进一步发掘其应用，就需要能够系统性地搜寻可能有

类似现象的 Bell不等式，也就是需要发展秩受限的半正定规划等数学工具。
这些工具将可以在维度目击 [131]等应用中发挥作用。

3. 在“全对无”佯谬的研究方面，能否找到这类佯谬在量子信息和量子计算领
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域进一步的应用？尤其是随着量子通信技术的发展，“全对无”佯谬在该方

向应当能够取得一定的应用。例如 Brassard et al. [199]发现 Peres–Mermin
方块可以用来实现量子遥感，降低通信复杂度，类似的技术是否能够在实

际的通信场景中发挥作用？另一个倾向于基础科学研究的问题：是否能够

找到更强、更反直觉、抗噪声等性质更优秀的“全对无”佯谬？例如 GHZ
佯谬的 4个公式乘积出现一个矛盾，Peres–Mermin方块的 6个公式乘积才
出现一个矛盾。有没有可能进一步减小需要使用的公式数量，例如用 3个
公式就给出一个矛盾的概率分布？这个问题已经有了答案：笔者可以证明，

三段论式的“全对无”佯谬是存在的，但是目前已知最简单的三段论式“全

对无”佯谬的检验需要一个 37维的系统，因此又为干涉仪实验技术的进一
步发展提出了挑战。

4. 量子柴郡猫效应是否有可能提供对于前–后选择型实验中弱值这一概念的
物理本质的新理解？弱值是用于描述这类系统的一个非常自然的语言，而

且已经从当年玩具模型参数的角色进化到被用于波前传感 [119]、精密传
感 [200]等实际任务中。然而，由于其过于奇异的性质，在文献中该概念饱
受批判。在追踪光子和追踪自旋位置等实验中，即使不将弱值非零作为粒

子或属性到达过哪里的标志，弱值理论能够给出的预言完全能够被标准量

子力学再现 [201]，而且有一些思想实验中给出了弱值理论不能够完美解
释的例子 [202]。因此，在多大的程度上，一阶弱值就能够对应物理本质，
是一个值得进一步研究的问题。这个研究可能会为量子力学一个较为直观

和统一的诠释做出贡献。

5. 有没有可能在拓扑系统中以魔术态萃取之外的方式进行互文性驱动的量子
计算？拓扑系统中获取准粒子本身就是一个困难的事情，该系统需要实现

量子比特数从 0到 1的突破。类似基于测量的量子计算、魔术态萃取等资
源消耗量极高的操作也许都不是近期可以实现的任务。事实上，已经知道

使用半磁通子和仲费米子 [185] 以及仲费米子之间的相互作用 [203] 可以
生成 non-Clifford门操作，那么在这些方案中应当如何将互文性利用起来？

6. 如何将互文性用于近期量子计算？即使我们已经知道使用魔术态萃取有希
望实现通用量子计算，其所需的量子比特数都不是目前中等规模含噪量子

(NISQ = noisy intermediate-scale quantum) [204]系统所能够提供的。互文性
可以说是量子计算中最难被经典计算机复现的性质 [83]，那么是否有可能
使用变分量子算法 [205] 等方式，辅以经典机器学习的工具，将互文性加
速量子计算的特点进一步地运用起来？在该方向的研究已经有了一定的进

展 [206]，若能够使用线性光学等系统进行研究，将是一个非常有潜力的方
向。
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7. 最后，在线性光学系统之外，如何研究除了最简单情形（例如 Peres–Mermin
方块和 KCBS实验）之外的量子互文性？这个问题的本质就是关于互文性
在量子力学中本质的讨论。众所周知，单光子干涉实验中光子波函数的演

化也可以被Maxwell方程组完美地再现出来，那么在线性光学系统中，实
际上看到的互文性都不需要借助量子力学来解释；量子力学只是提供了一

种可能用于解释的语言！因此，在线性光学平台之外发展其它能够研究互

文性的实验平台将进一步推进人类对于量子力学本质的理解。目前，线性

光学平台在实现可精确操控的高维系统方面几乎是人类唯一的选择，若能

够发展其它具有编码高维量子信息能力的实验平台，则不仅能够使用这些

平台研究互文性，避免除了量子力学之外其它可能的描述，从而真正使得

“量子互文”这一称呼名正言顺，而且能将线性光学平台上已经得到概念验

证的诸多结果直接转移到新的平台上，用于通用、容错、可扩展的量子计

算等诸多任务中，使得互文性成为超越“魔术态萃取”的意义之上，真正

助力人类算力进步的“魔术”。

笔者深知，由于本人水平有限，上面的展望必定是不全面，多有疏漏甚至偏颇

的。然而，笔者希望藉由这篇论文能够激发读者在相应方向的思考和发现，最终

推动互文性，quantum anything①,乃至于交叉科学的进一步发展。

①这里借鉴了 Terry Rudolph对自己工作的精彩概括。
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附录 A 光量子信息实验的案例：实现量子信息掩蔽

在本附录中，我们展示如何将第 3 章中介绍的光学实验技术运用到具体场
景中，从而实现一个理论方案：利用光子实现量子信息的掩蔽。自从Modi et al.
[207]提出量子信息掩蔽概念以来，该方向近年来发展非常迅猛，因此诸多理论
进展的研究不可能完全在本节之中涵盖。笔者谨向感兴趣该方向的读者推荐我

们研究组撰写的综述文章 [208]。相反，本节的内容意在展现如何在光学平台上
实现参量光方案的研究，希望能够尽可能提供一个光学实验从构思和分析价值，

到实验设计，到数据采集，最后到寻找应用的全貌。

A.1 理论基础

量子信息掩蔽①指的是对于单体态空间中一个子空间中的量子态 𝜌𝐴𝑠 执行一
个纠缠操作，使得量子信息扩散到两个量子比特的关联之中。当仅观察得到的两

体量子态 𝜌𝐴𝐵𝑠 中的任何一个时，得不到原先子空间内的任何信息。确定复合系

统中单个系统状态的操作是对整体的密度矩阵求偏迹：在上面的例子中，两体量

子态的子系统 A和 B的状态分别是：

̃𝜌𝐴𝑠 = Tr𝐵 𝜌𝐴𝐵𝑠 ∶= ∑
𝑘

𝐵 ⟨𝑘|𝜌𝐴𝐵𝑠 |𝑘⟩𝐵 , ̃𝜌𝐵𝑠 = Tr𝐴 𝜌𝐴𝐵𝑠 ∶= ∑
𝑘

𝐴 ⟨𝑘|𝜌𝐴𝐵𝑠 |𝑘⟩𝐴 .

其中，求和 |𝑘⟩遍历下标对应系统的任意一组正交完备基。实现掩蔽操作就是实
现一个线性映射 𝒰,其作用效果为 𝜌𝐴𝑠 → 𝜌𝐴𝐵𝑠 = 𝒰𝜌𝐴𝑠 ⊗ |0⟩ ⟨0| 𝒰†, 𝑠 ∈ {0, 1, 2, ⋯}在
该映射作用之后，

̃𝜌𝐴𝑠 = ̃𝜌𝐴0 , ̃𝜌𝐵𝑠 = ̃𝜌𝐵0 , ∀𝑠.
在最初的工作中，Modi et al. [207]已经指出了量子信息掩蔽和量子秘密共

享以及比特承诺之间的关系。因此，可以期待若能实现量子信息掩蔽，将能够在

量子信息方面的研究中展现一定的价值。然而，Modi等人同时指出，不可能对
于整个态空间进行量子信息掩蔽。根据理论研究的结果，对于该方向的实验研究

应该关注的问题，同时也是应该期待解决的困难，应当是:
• 如何实现对于一个态空间子集中量子态的掩蔽；
• 可掩蔽子集的性质，例如在态空间中的几何分布；以及
• 掩蔽有限态空间中信息所能够取得的应用。
在理论方案提出后不久，Liang et al. [209]就指出对于量子比特情况下，可

掩蔽集可以被求解：同时可被掩蔽的量子态的密度矩阵在 Bloch球上构成一个圆
①这里我们只考虑仅使用一个辅助系统的两体量子信息掩蔽。接下来我都省去前面的定语。
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盘。一个最普遍的量子比特可掩蔽集可以表示为：

𝒟 𝜃𝛼 (𝜌0) = {𝜌 ∶ 𝑥 sin 𝛼 cos 𝜃 + 𝑦 sin 𝛼 sin 𝜃 + 𝑧 cos 𝛼 = 𝑐},

其中，𝑐 = 𝑥0 sin 𝛼 cos 𝜃 + 𝑦0 sin 𝛼 sin 𝜃 + 𝑧0 cos 𝛼, 𝛼 ∈ [0, 𝜋] and 𝜃 ∈ [0, 2𝜋].而对应这
个可掩蔽集的掩蔽操作形式则可以写为：

𝒰 𝜃𝛼 =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

cos(𝛼/2) 0 𝑒−𝑖𝜃 sin(𝛼/2) 0
0 cos(𝛼/2) 0 𝑒−𝑖𝜃 sin(𝛼/2)
0 sin(𝛼/2) 0 −𝑒−𝑖𝜃 cos(𝛼/2)

sin(𝛼/2) 0 −𝑒−𝑖𝜃 cos(𝛼/2) 0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

. (A.1)

A.2 实验光路的设计

现在有了理论上实现两体量子信息掩蔽的数学方法指导，就可以开始考虑

如何将其在线性光学平台上构造出来。一个范式性的思考过程如下：

1. 首先考虑在哪个自由度下实现。答案应当是偏振，因为目前只有偏振自由
度能够借助符合计数实现两光子的纠缠门操作。

2. 其次，注意到因为通过波片的组合，可以实现单个偏振量子比特的任意幺
正操作，而幺正操作在 Bloch球上对应为旋转，圆盘旋转后仍然是圆盘。因
此，只需实现任何一个掩蔽操作𝒰 𝜃∗𝛼∗ ,就可以辅以偏振量子比特的旋转，将
该掩蔽操作提升为可以实现任意的掩蔽操作。

3. 现在考虑特殊的 𝛼∗和 𝜃∗应当如何选取。我们发现当取 𝛼 = 0, 𝜃 = 𝜋 时，

𝒰𝜋0 =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

= CNOT.

这样至少通过 CZ门和 Haramard门的组合，就可以实现掩蔽操作，而前面
已经知道如何实现最困难的 CZ门了。

4. 最后，由于受控量子态 |0⟩ ⟨0|是固定的，因此还可以考虑如何进一步优化
实验的设计，从而降低 CZ门对虚时演化精度的依赖。通过比较熔接门和

CNOT门对于四个可能的输入算符的映射，我们发现它们只差控制光子为

竖直偏振时的一个负号。尝试替换后发现，熔接门加上一个作用在辅助量

子比特上的 Hadamard门 𝐻 = (𝜎𝑥 + 𝜎𝑧)/√2实现的功能就等于𝒰00 .因此，我
们使用元件最少的熔接门作为量子信息掩蔽光路的核心。

最终，我们设计的实现偏振编码量子比特在线性光学下量子信息掩蔽的光

路如图 A.1所示。通过泵浦一个 II型 beam-like非线性晶体，产生一对偏振处于

128



附录 A 光量子信息实验的案例：实现量子信息掩蔽

图 A.1 线性光学下量子信息掩蔽的实现。上图：实现量子信息掩蔽的线路图，其中虚线部

分标出熔接门及其光学实现。下图：整个实验装置图，包含初态制备、偏振量子比

特的任意幺正旋转、熔接和符合探测四个部分。

直积态的光子，将其中一个作为辅助光子，使用半波片加上一个 Hadamard操作，
从而使其偏振处于计算基矢的最大叠加态 |𝐷⟩ .另一个光子使用偏振分束棱镜向
|𝐻 ⟩投影后，使用一个半波片和一个四分之一波片制备到任意的偏振态上。接下
来进入掩蔽操作的部分，首先使用一个波片组选取待掩蔽的量子态集合，将该集

合转到 ⟨𝜎𝑧⟩为相同值的 Bloch球的纬线平面上。其次使用熔接门实现两个光子
的干涉，这样输出的光子对应两边分别输出一个光子的部分就已经实现了量子

信息的掩蔽。为了恢复这一部分信息，我们使用两个偏振分析装置和符合探测，

实现两光子偏振量子比特的联合测量。

A.3 实验结果的刻画

当我们完成了实验装置之后，应当测量哪些数据呢？为了明确体现装置的工

作原理，并且清晰地展示工作效果，我们需要从定性和定量两个方面来描述掩蔽

机的功效。其中，“定性”指的是可以直观地再现理论结果的关键预言，在量子

信息掩蔽这个例子中，最关键的预言就是可掩蔽集合的几何形式以及掩蔽后的

单体态不携带任何子空间中的信息；“定量”指的是可以具体地给出实验装置的

表现，在这里可以研究的是掩蔽操作的保真度、掩蔽后得到的两体态的形式、以

及掩蔽操作效果的鲁棒性等。

分析上述两个方面后，我们可以将所需的数据大致分为两个部分：

1. 掩蔽操作中量子态的演化。具体来说，包括被掩蔽的量子态在掩蔽操作前
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图 A.2 掩蔽操作中量子态的演化。可掩蔽圆盘是平面 𝑥 + 𝑦 + 1 = 1和单位球的交点。左上
图：可掩蔽圆盘上的纯态 𝜌1 ∼ 𝜌4和混态 𝜌5.蓝色和橙色点分别表示从量子态层析重
构的初态和末态。插图显示了这些量子态在可掩蔽圆盘上的投影，其横轴和纵轴坐

标分别是 (−�̂� + ̂𝑦)/√2和 (−�̂� − ̂𝑦 + 2 ̂𝑧)/√6.右上图：掩蔽后实验测得的单体约化态，
以及与其理论值的迹距离。下图：掩蔽 𝜌1 和 𝜌4 得到的两体密度矩阵。实线和虚线
分别表示实验值和理论预测。

后的密度矩阵。对于掩蔽前的量子态，从几何形式的角度，给出与理论预

言的可掩蔽集合的对比结果。对于掩蔽后的量子态，给出 (1)两个单体密
度矩阵 ̃𝜌𝐴/𝐵𝑠 的形式，以及与各自理论结果 ̃𝜌𝐴/𝐵0 的偏差。为配合几何形式

的表述，使用迹距离来刻画偏差，其定义为：

𝑇 (𝜌, 𝜌′) ∶= 1
2‖𝜌 − 𝜌′‖1 = 1

2Tr [√(𝜌 − 𝜌′)†(𝜌 − 𝜌′)] ,

从而借助 𝑇 ( ̃𝜌𝐴/𝐵𝑠 , ̃𝜌𝐴/𝐵0 ) → 0说明单体量子态完全不携带子空间中的任何
信息。(2)两体密度矩阵的形式和按照掩蔽的逆操作进行数值计算后恢复出
的先前态的信息，从而说明信息完全被保存在两体关联之中。

2. 掩蔽操作对于量子态扰动的响应。具体来说，包括被掩蔽的量子态在可掩
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图 A.3 掩蔽操作对于量子态扰动的响应。可掩蔽圆盘被 Bloch球上的纬线 𝜙包围。每个图
都表示将初始状态从参考点略微移开时，单体约化密度矩阵与参考状态的迹距离。

对应 Bloch球上沿经线和纬线位移的情况分别标记为绿色和青色点（实验数据）和
曲线（理论值）。误差棒对应于从泊松 (Poissonian)计数统计估计的 1𝜎 标准偏差。

蔽子集内和向可掩蔽子集外移动时，单体密度矩阵与参考值的变化。计算

出理论曲线，与实验数据点相比较，从而与可掩蔽集合的几何性质进行对

应。为了清晰起见，选择实现的掩蔽操作为𝒰00 ,这样可掩蔽集合就是 Bloch
球的纬线平面 𝜙 = const.，离开可掩蔽集合的方向就是经线，方便直观理解
和数据表述。

上面所述两部分所需的数据分别被表示在图 A.2和图 A.3中。另外，在论
文中给出关键数据和计算结果，例如掩蔽后两体量子态和目标态的平均保真度

为 97.7%,单体态与目标态的平均迹距离为 1.55 × 10−2,等。这样，不仅可以充分
地将实验结果和理论预言形成对应，直接体现有效地实现了理论所要求的功能

并验证了理论预期，而且可以给出大量定量结果，从而证明装置的高精度和有效

性。

A.4 量子信息掩蔽的应用

当我们完成了初步的数据测量之后，应该如何发展装置在量子信息处理和

量子通信等方面可能的应用呢？我们从装置所能实现的功能入手，结合理论工
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图 A.4 Bloch球和颜色空间的同构性。在借助量子信息掩蔽实现秘密共享的实验中，发送
掩蔽后的一部分约化态给三个不同的接收者，他们对比后就可以使得可掩蔽集几何

表示中的三个圆盘相交在一点，从而恢复出先前的量子态。

作的指导来考虑该问题。Modi et al. [207]的工作指出，量子信息掩蔽应该能够
在量子秘密共享问题中展现一定的应用，并且 Liang et al. [209]已经利用几何特
点，构造出了一个实现秘密共享的方案。具体来说，操作是使用两个不同的掩蔽

映射掩蔽同一个纯态，并且发送掩蔽后的一部分约化态给两个不同的接收者。每

个接收者都不能单独得到掩蔽前量子态的任何信息，但是两个接收者对比后就

可以使得可掩蔽集几何表示中的圆盘相交在一点，从而恢复出先前的量子态。

本装置较之前的理论预言相比，进一步实现了对于混态的掩蔽，这是从前的

工作中没有研究过的，等于是将可掩蔽集合的范围从 Bloch球面上的圆环扩大到
了整个球中的圆盘。因此，可以围绕这一点进一步发展应用。具体来说，注意到

单位球可以用来编码所有的颜色，因为描述任意的颜色也只需要三个参数，且该

参数空间与单位球具有相同的拓扑结构，如图 A.4所示。具体的对应关系在维
基百科等网站都能够查到。因此，一个非常直观的概念验证性的应用就是用一些

量子态编码颜色，然后依次加密和还原这些量子态，相当于逐个像素地传递了一

图 A.5 使用秘密共享协议分享一个彩色图片。左图和右图分别为原始图片和接收方恢复出

的图片。
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副图片。具体每一步实现起来，就是用三个不同的掩蔽映射作用同一个量子态

上，只利用符合探测中一边的光子计算单体约化态，从而确定圆盘的位置；再通

过经典通信比较三个圆盘的坐标，将原先的量子态还原出来。利用这种方法，我

们展示了一个例子：对于图 A.5中一副小鸟图片的分享和安全传输。
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